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Motto:

., Forradalom ment végbe a tarsadalmi mobilitas kutatasaban: az egykoron
uralkodo Blau-Duncan paradigmat a loglinearis modellezés dontotte le a tronrol.
[...] A loglinearis forradalom figyelemre mélto kiserlet volt, és kezdetben ugy tiint,
fenyes uj jovot kinal Blau-n és Duncan-en tullépve. [...] Vegiil, én ugy gondolom,
Goldthorpe kiserlete elbukott. Azota tobb mint egy évtized telt el. Szamtalan modellt
illesztettek, design-matrixok seregeit vették szamba, khi-négyzetek ezreit
sorakoztattak fel. Meégis, kevés lényegi ujdonsag deriilt ki. Teljes részletességgel
irhatok mar le a szitk kereszttablaba szoritott apai és fiui foglalkozas
cellagyakorisagai, am az ehhez kapcsolodo értelmezés ad hoc, az elmélet
szegenyes. [...] Mindez visszalépést jelent a statisztikailag egyszeriibb, de
koncepciondlisan dsszetettebb Blau-Duncan paradigmdhoz képest.”

(Idézet Jonathan Kelley 1990-es The failure of a paradigm cimii, tobb kritikat
provokalt tanulmanyabol)

' A szerz forditésa.



1 BEVEZETES

1.1 Motivacid

A mottobeli idézet jol ravilagit a dolgozat targyat képezd 1) statisztikai modszerek
megjelenése elotti helyzetre, amikor Goldthorpe illetve Blau és Duncan megkozelitése még nem
volt egyszerre megvalosithatd. Ezeknek az (1j modszereknek a birtokdban azonban mar nem zarja
ki egymast a két megkozelités. Ugyanis a grafikus modellek kategorialis valtozokon
értelmezettek, mint Goldthorpe loglinearis paradigmaja, ugyanakkor a Kelley altal preferalt Blau-
Duncan-paradigmahoz hasonldoan oksagi lancok kezelésére, direkt és indirekt hatasok
megkiilonboztetésére is alkalmasak. A grafikus modellek koénnyen vizualizalhaté és jol
interpretalhaté modon jelenitenek meg komplex rendszereket, és modularisak, vagyis e komplex
rendszereket egyszeriibb részek Osszekapcsolasaval épitik fel. LehetOséget adnak példaul az
alabbihoz hasonld bonyolult asszocidcids strukturdk leirasara (itt két pont kozott az ¢l / nyil
hidnya mindig feltételes fiiggetlenségi allitasoknak feleltethetd meg):

-lskalazottsag -Tarsadalmi :-,{‘—Szubjel‘ctiv _________; SAllami intervencigkkal
57018k iskalazottsAga kirekesztidés—+— A tarsadalmi || kapcsolatos
_Csaladi allapat —— ockazata % helyzet / attitiid
-Kar _____//_,/ o -Mit tart a
-MNem tarzadalmi eldre-
jutas meghatarozojanak
— | (szerencse/masokidnmaga)
HATTERVALTOZOK KOZVETITO VALTOZOK, FUGGEG VALTOZO

Az elméleti modell valtoztatasa egyszerlien kovethetd a graf modositdsaval. Példaul az alabbi
klasszikus modellben’
Apa
foglalkozasa
A

Elzt foglalkozas

/Jelenlegi foglalkozas

Iskolazottsag

Apa
izkolazottzaga

megfontoland6 az iskoldzottsag és a jelenlegi foglalkozas kozotti egyirdnyu nyil irdnyitatlan élre
cserélése, hiszen ma a miiszaki-technikai haladés révén mar egy adott szakmaban is allandosulhat
a valtozés, amellyel az érintetteknek 1épést kell tartaniuk, amit viszont csak az ismeretek
folyamatos gyarapitasaval lehetséges. Vagy mas példaval: ha a modellt a rendszervaltas el6tti
kelet-eurdpai orszagokra alkalmazzuk, akkor az apa iskolazottsaga és a jelenlegi foglalkozas kozé
nyil hiizhatd, mivel a magas iskolazottsagi apaktol szarmazd, negativan diszkriminalt utdédok

A graf forrasa: Cox és Wermuth (2001).
3 Blau-Duncan modell (Blau, Duncan, 1967).
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munkéba allasukat kovetden kulturdlis tokéjiik és érvényesiilési torekvéseik révén gyakran mégis
" , . . 4
kedvez6 poziciokat szereztek a munkaerdpiacon.

A grafikus modellek statisztikai leirdsa még nem tekintheté minden elemében lezartnak, ez a
tertilet jelenleg is igen aktiv (Lauritzen, Wermuth, 1989, Whittaker, 1990, Frydenberg, 1990a,
Andersson, Madigan, Perlman, 2001, Lauritzen, Richardson, 2002, Cox, Wermuth, 1996,
Wermuth, Cox, 2004, Wermuth, 2005, Drton, 2008). Wicher Bergsma5 és Rudas Tamas a
kategorialis valtozokon értelmezett grafikus modellekkel kapcsolatban az utobbi években
publikalt fontos eredményeket (2002, 2004). En 2003-ban kapcsolodtam be a munkajukba, Rudas
Tamast valasztva témavezetomiil. Eleinte 6nallé mobilitas-kutatasi alkalmazasokat készitettem
(Németh 2004, 2006a, 2006b, Németh, Rudas, Bergsma 2006), munkdamat ebben az idében tobb
éven at Robert Péter is tandcsaival kisérte. KésObb a moddszertani alapkutatdsba is
bekapcsolodtam (Rudas, Bergsma, Németh, 2006). Mint az értekezésbdl 1athato lesz, a grafikus
modellekkel kapcsolatos fontos kérdések egy része mar megoldodott ezeknek az utdbbi években
sziiletett eredményeknek a révén. A legfontosabb kérdések egyike a modellek paraméterezésének
megvalasztasa. Kihaszndlva, hogy jol hasznalhato altalanos feltételek sziilettek a modell
margindlis loglinearis paraméterekkel torténd megfeleld paraméterezésére (Bergsma, Rudas,
2002), a grafikus modellek paraméterezése kézenfekvé modon interpretalhato és fontos regularis
tulajdonsagokkal bird paraméterekkel oldhaté meg. Szerzétarsaimmal jelenleg befejezéséhez
kozeledd kutatasunk (Rudas, Bergsma, Németh, 2009) pedig reményeink szerint valaszt ad majd
az értekezés végén tovabbra is nyitva maradt kérdések kozé sorolt problémak jelentds részére.

Kutatasi témam megvalasztdsanak motivacidja tehat elsdsorban az volt, hogy altala egy
jelentds nemzetkozi kutatdsi aramlatba kapcsolodhattam be. Vonzott a kutatdsi teriilet
matematikai szépsége is: a valoszinliségszamitason ¢és statisztikan kiviil olyan egymastol tavol
eso teriiletek eredményei keriilnek itt egyiittes felhasznéalasra, mint a grafelmélet, logika, algebra,
geometria vagy topoldgia. Sajat hozzdjarulasként magam a moddszer szociologiai, elsésorban
mobilitas-kutatasi alkalmazhatdsagat szerettem volna megmutatni. A mobilitds-kutatason beliil, a
statuszelérési folyamat kiilonféle modelljeivel kapcsolatban valoban felmeriilhet a grafikus
modellek felhaszndlasa. Ezek a megkozelitések ugyanis tipikusan oksdgi folyamatmodellekkel
kovetik a tarsadalmi dinamikat, kategoridlis valtozokat haszndlva — mint a szarmazasi
osztalypoziciobol az elért osztalypozicidoba vezetd Ut tarsadalmi mobilitasi modelljei, vagy a
szarmazasi osztalypoziciobol a megszerzett iskolai végzettséghez vezetd ut egyenldtlenség-
kutatési modelljei.

A mobilitas-kutatds valasztasaval, azt hiszem, nem szlikitem le talsagosan targyamat, hiszen a
mobilitas-kutatds modszereinek bdviilése altaldban szorosan koveti az altaldnos statisztikai
modszerek fejlodését, st néha generadlja is azt. Ez a kérdés ugyanakkor nem redukalhato a
statisztikai el6nyok vizsgalatdra, a grafikus modelleknek, mas statisztikai modszerekhez
hasonldan, a koncepcionalis eldfeltételei is fontosak. E koncepcionalis eldfeltételeket a kutatas
elméleti paradigmai képviselik - a motté megvalasztasaval, Kelly idézésével is célom volt, hogy a
modszernek a mobilitds-kutatds paradigmai kozott vald elhelyezkedését felvillantsam.
Goldthorpe elméleti megkdzelitése a tarsadalmi osztdlyokat kategoridlis valtozdval
operacionalizdlja, a strukturdlis valtozasoktol fiiggetlen mobilitasi esélyeket helyezve a

* Ez utébbi Boguszak et al. (1990) a Blau-Duncan modell médositasira vonatkozé javaslata, az értekezésben
részletesen is foglalkozom majd vele.
> Wicher Bergsma, holland szerzétarsam jelenleg a London School of Economics and Political Science oktatéja.
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kozéppontba, ezért volt sziiksége a loglinearis modszerre. Blau és Duncan mobilitasi csatorndkat
kivant kdvetni, ezért hasznalt itmodelleket. A grafikus modellekkel mindkét cél megvaldsithato.
Az alabbi értekezésben a moddszert koncepciondlisan pontosabban is poziciondlom majd, a
bemutatott (tobbségében mar publikalt) alkalmazasok pedig reményeim szerint azt bizonyitjak,
hogy a modszer beilleszthetd a 1étezd keretek kozeé, eredményei Osszevethet6k mas kutatasokéval.

1.2 A kutatéas fokusza €s az értekezés felépitése

A grafikus Markov-modellek (roviden: grafikus modellek) elonye, hogy segitségiikkel graffal
reprezentalhatd (1) tobblépcsds, Osszetett folyamatokat irhatunk le, (2) ahol egy ¢l hianya
kozvetleniil megfeleltethetd egy feltételes fiiggetlenségnek. A feltételes fiiggetlenség
tulajdonsagaival a 3.3. fejezet foglalkozik. E fejezet véleményem szerint kiilondsen érdekes,
hiszen a feltételes fiiggetlenség, mint logikai rendszer — fontos kovetkezményekkel jarod -
karakterizaciojat, illetve kiilonféle, az informacidelméleti alkalmazasok kiinduldpontjat
megmutat6 altalanositasait is tartalmazza.

A grafikus modellek k6zé az iranyitatlan grafokkal (3.4. fejezet), az iranyitott koérmentes
grafokkal (3.5. fejezet), illetve a legaltalanosabb lancgrafokkal (3.6. fejezet) leirhaté modellek
sorolhatok. Az elsd tipus a valtozok kozott csak szimmetrikus, a masodik csak aszimmetrikus
relacidkat enged meg, a harmadik tipus szimmetrikus és aszimmetrikus relaciok megjelenitését is
lehetové teszi. Az irdnyitatlan grafokra épiilé grafikus modelleknek (masnéven a Markov-féle
véletlen mezdknek) példaul térstatisztikai és képfeldolgozasi felhasznéalasai ismertek. Az
iranyitott kormentes grafokat napjainkban els6sorban a mesterséges intelligenciakutatas szakértoi
rendszerekkel (expert systems) foglalkoz6 aga alkalmazza (pl. Lauritzen, Spiegelharter, 1988,
Pearl, 1988), illetve ok-okozati viszonyok feltarasdval kapcsolatos kutatdsokban keriilnek eld
gyakran (pl. Spirtes et al., 1993). Az elso, illetve részben a masodik modell alapvetd statisztikai
tulajdonsagai is tisztazodtak az utobbi években, ezeket az eredményeket a disszertacioban
ismertetem (4.4. és 4.5. fejezet). A lancgrafok az elsé két tipus matematikai altalanositasai, de
létrehozasukat nem csak elméleti, hanem gyakorlati igények is motivaltak. Gyakori ugyanis az
olyan alkalmazasi kontextus, amikor bizonyos valtozocsoportok kozott aszimmetrikus kapcsolat
van (longitudinalis vizsgalat idOpont szerint rendezett valtozoi, vagy keresztmetszeti vizsgalat ok-
okozati sorba rendezhetd magyarazd / kozbiils6é / kimeneti valtozohalmazai), mig a
valtozocsoportokon beliil szimmetrikusak a relaciok. A lancgrafok leirdsa még nem
kanonizaldédott, tobb  kutatd  foglalkozik veliik parhuzamosan, gyakran mdas-mas
megkdozelitésekben (Lauritzen, Wermuth, 1989, Whittaker, 1990, Frydenberg, 1990a, Andersson,
Madigan, Perlman, 2001, Lauritzen, Richardson, 2002, Cox, Wermuth, 1996, Wermuth, Cox,
2004, Wermuth, 2005, Drton, 2008). A disszertacidban az 6 munkajukat is megkisérlem
rendszerezve bemutatni (4.6. fejezet), kiemelve azt a szerzOk altal gyakran figyelembe nem vett
tényt, hogy az eltéré megkozelitések kovetkezményeként sem a leirhatdé modellek kore, sem a
leirt modellek statisztikai tulajdonsagai nem kompatibilisek.

A kategoridlis valtozokon értelmezett grafmodellek bizonyos szempontbdl gazdagabb
strukturat adnak, mint a tobbvaltozds normalis eloszlason értelmezettek. Ennek a kiilonbségnek
az oka, hogy a paronkénti 4 L B és A L C feltételes fliggetlenségek csak az utdbbi esetben
ekvivalensek az egyiittes fliggetlenséggel, A4 L BC -vel. Ezért van jelentdsége kategorialis
esetben tobb kiilonb6zd szabaly definidlasanak a feltételes fiiggetlenségek grafbol torténd
kiolvasasara. Ha pl. a grafban A nincs 6sszekdtve sem B-vel, sem C-vel akkor az egyik szabaly
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(un. paronkénti Markov-tulajdonsag) szerint csak 4 1 B és A L C teljesiil, de egy masik szabaly
(a lokalis Markov-tulajdonsag szerint) 4 1 BC is igaz. Ez a két szabaly normalis eloszlas mellett
nem kiilonbdzik egymastol.

A disszertacio modszertani alapkérdése a kontingenciatdbla olyan paraméterekkel torténd
felparaméterezése, amelyekkel konnyli a grafikus modellek megadasa. A felparaméterezés a
tablat egy-egyértelmiien meghataroz6 mutatok megadasat jelenti. Pl. 2X2-es tabla esetén
lehetséges paraméterezés a négy cellagyakorisdg megadasa, egy masik paraméterezés a
mintanagysag, az elsé sormargindlis, az elsd oszlopmarginalis és az elsd cella a megadésa; egy
harmadik lehetdség az esélyhanyados €s harom cella megaddsa. Mindharom esetben leirhat6 az a
modell, amely a tablat definidlo két valtozod fliggetlenségét allitja, de a specifikalas az utolséd
esetben a legkonnyebb, az esélyhanyados 1-re torténd allitdsaval. Megkertilhetetlen kérdés tehat,
hogy a rendelkezésre allo6 paraméterezések koziil melyiket valasszuk a kontingenciatabla
gyakorisagainak leirasara. Ugyanis, (1) a grafikus modell ezeknek a paramétereknek bizonyos
megszoritasaival (altaldban néhdny paraméter nullara allitdsaval) adhaté meg. Tovabba (2)
azokban a gyakori esetekben, amikor a cél egy jol illeszkedd graf (azaz az ezaltal prezentalt
modell) ¢élei (a modellben szerepld hatasok) elhagyhatosaganak a tesztelése, akkor ezt a
paramétermegszoritasok fokozatos feloldasaval (stepwise - 1épegetve) érhetjlik el. Ugyanennek a
az esetnek a megfeleldje, amikor rosszul illeszkedd graf javitdsa a cél, és bizonyos élek
behuzasanak hatasat teszteljiik a paramétermegszoritdsok fokozatos feloldasaval. Végil (3) a
Mindhédrom esetben azon mulik az eredményiink, hogy a tabla paraméterezése milyen
paramétereket tartalmaz. Nem megfeleld paraméterezés esetén eldfordulhat, hogy (1) nem
vilagos, a modellt hogyan, a paraméterek milyen megszoritasaval definialhatjuk, (2) a Iépegetds
modszer egyes 1épéseinél az ¢l elhagyasat/behuzasat nem tudjuk, hogyan feleltethetjiik meg a
paraméterek megszoritadsanak/feloldasanak, (3) a modellhez tartozo eloszlas paraméterei nem a
modellezett jelenség minket érdekld jegyeihez tartoznak.

A tabla felparaméterezésének egyik lehetdsége a margindlis loglinearis paraméterek
hasznélata (a paraméterezést a 2. fejezetben részletezem). Ezek a hagyomdanyos loglinearis
paraméterektdl abban térnek el, hogy nem csak az Osszes valtozo egylittes eloszlasa, hanem
barmely margindlis eloszlas mellett definidlhatunk paramétereket, igy finomabban tudunk
hatasokat modellezni veliik.. Ezzel az éltalanositassal ugyanakkor a hagyomanyos loglinearis
paraméterezésnél sokkal Osszetettebb keretet kapunk. Példaul az irodalomban t6bbszor elokeriil
az a probléma (mint Bergsma és Rudas (2002) felsorolja: Liang et al. (1992), Glonek és
McCullagh (1995) és Kaumermann (1997)), hogy bizonyos paraméterek értékének eldirasa a
tobbi paraméterre is hatassal van, korlatozza lehetséges értékeik korét. Emiatt el6fordulhat, hogy
egy modell megadasanal olyan értékeket adunk paramétereinknek, amelyek nem egyeztethetok
Ossze, igy tudtunkon kiviil iires, nem létez6 modellt definialunk. A disszertacioban ajanlott
margindlis loglinedris paraméterezések bizonyos kritériumok teljesiilése esetén ebbdl a
szempontbdl is elonyds tulajdonsagokkal birnak: nem fordulhat eld, hogy a paraméterértékek
inkompatiblitdsa miatt a modell nem Iétezik, tovabba a paraméterek értékei egymastol
fiiggetlentil interpretalhatok. Ezen kiviil a modellek illeszkedése valdszinliség-hdnyados probaval
tesztelhetd, a modelleknek megfeleld6 maximum likelihood-becslés egyértelmiien létezik és
eldallithato, és konfidencia-intervallum konstrualhaté hozza. Ez utébbi tulajdonsagok is csak a
disszertacioban targyalt feltételek esetén teljesiilnek, de altaldnossdgban nem; pl. mar olyan
egyszerii modell esetén sem, amely két valtozo margindlis és feltételes fliggetlenségét egyszerre
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allitja (,,az egyetemi felvételi sikeressége fliggetlen a felvételizO nemétdl, Gsszességében és
szakonként is”).

Mint lattuk, a grafikus modellek paraméterezése altalanos esetben tobb problémat vet fel. E
modellek marginalis loglinearis paraméterekkel torténd megadasa egészen 1 megkozelités.
Megfeleld paraméterezés esetén nem csak az elébbiekben felsorolt elényds tulajdonsagok
biztosithatok, hanem a grafikus modellek altal tdmasztott fenti elvarasok is teljesiilnek, azaz az
¢lek elhagyasa egyszertien megfeleltethetd bizonyos paraméterek nullara allitasanak, és a modell
paraméterei kézenfekvd modon interpretalhatok. A dolgozat f6 moddszertani eredményei a
paraméterek megfeleld megvalasztasaval és interpretalasaval kapcsolatosak.

Az iranyitott kormentes grafok (4.5. fejezet), a beloliik levezetett utmodellek (4.7. fejezet),
illetve a lancgrafok (4.6. fejezet) itt bemutatott paraméterezése jorészt szerzOtarsaimmal elért
eredményekre tamaszkodik. Hogy ne csak a letisztult végeredményeket mutassam be, hanem
mélyebb megértésiik érdekében a hozzajuk vezetd utat is, két 6nallo fejezetet szenteltem az
elmult években szerzdtdrsaimmal végzett kutatdsom jellegzetes, részben valaszt nyert, részben
zsékutcaban maradt problémainak (3.7. és 4.3. fejezet). Ezt a két fejezetet kiillondsen fontosnak
tartom a még nyitva maradt, az 5. fejezetben felsorolt modszertani kérdések nehézségének és
lehetséges megoldasi utjainak a megismertetése szempontjabol.

A strukturélis egyenletek modell, amely az eredeti Blau-Duncan-féle utelemzés altalanositasa,
a grafikus modellhez sok szempontbol hasonlit: mindketten graffal szemléltetik az asszociacios
strukturat, a valtozok kozotti oksagi kapcsolatok utvonalai ugyanugy kovethetdk, és a direkt és
indirekt hatasok is ugyaniugy megfoghatok mindkét esetben. Igy bizonyos értelemben
vetélytarsaknak tekinthetok, ezért szantam oOnallo fejezetet Osszevetésiiknek (6.1.4. fejezet).
Hasonldan, kiilon fejezetben foglalkozom (4.1. fejezet) a grafikus modellek el6zményének
tekinthetd, am sok kérdést nyitva hagyd Goodman-féle modositott utmodelleknek.

Az altalanos alkalmazédst bemutatd 6.1. fejezetben a hétkdznapi gyakorlati praxis olyan
konkrét problémait veszem sorra, mint a graf kialakitésa, a graf modositasanak kovetkezményei,
a paraméterek interpretacidja. A modellillesztés €és paraméterbecslés maodjat a 4.8. fejezetben,
ezek (Mathematica és SPSS programjaimmal torténd) szamitastechnikai megvalositdsat a 8.
fejezetben mutatom be.

A grafikus modellek kvantitativ empirikus szociologiai alkalmazhatosagat az 6.2. fejezetben,
a mobilitas-kutatason beliil vizsgdlom. A modszer kontextusba helyezését a mobilitas-kutatasi
modszerek ¢€s fogalmak tobb évtizedes torténetének szempontombol relevans pontjainak
kiemelésével, majd a grafikus modellek alkalmazési feltételeinek €s alternativainak ezek tiikkrében
végzett vizsgalataval valositom meg. A két legismertebb mobilitasi grafmodellt a 3.8. fejezetben
elemzem, kiilon kitérve a graf kiilonbozd szerzdk altal javasolt modositasainak kdvetkezményeire
is.

A 7. fejezetben néhany sajat alkalmazast részletesebben is bemutatok, ezek egy része mar
publikalt mobilitas-kutatdsi alkalmazas. E példdkon keresztiil szeretném megmutatni, hogy
mobilitas-vizsgalatok kategorialis adataira azért lehet érdemes hasznalni ezt a modszertant, mert
ezen a teriileten gyakran alkalmaznak oksagi modelleket (statuszelérési modellek), ¢és a
szakteriilet tipikus megkozelitései statisztikailag megfogalmazhatova valnak marginélis
loglinedris paraméterek hasznalataval. Mar publikalt kutatasaim Osszefoglaldsdnal arra a célra
koncentraltam, hogy megmutassam, a grafikus modellek modszere beilleszthetd az adott kutatasi
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hagyoméany keretei kozé, eredményei oOsszevethetok mas kutatdsokéval. A nem publikalt,
modszertanilag bonyolultabb alkalmazasokban inkdbb a statisztikai munka hangsulyos. Itt
mutatok majd példat klasszikus szocioldgiai grafmodellek friss adatokon torténd illesztésére, a
modellek modositasanak tesztelésére, latunk majd példat klasszikus adatok 0j modellel torténd
magyarazatara, illetve paneladatokon torténd alkalmazasra is.

Az eredményeket a tarsadalomtudoményi alkalmazhatosadgra koncentralva ismertetem, a
matematikai apparatust ezért megprobalom a lehetd legsziikebbre vonni, a megfogalmazast csak
a sziikséges mértékig formalizalni. A mélyebb matematikai hattértudast igényld magyarazatokat
csak labjegyzetben kozlom, a tételek bizonyitasat pedig kihagyom, vagy csak alapotletiiket
vazolom. Ha egy szakkifejezés magyar forditasa nem kanonizalodott még, illetve ha egy jelolés
roviditését az angol elnevezes ismerete segit értelmezni, akkor az angol eredetit is megadom.

11



2 MARGINALIS LOGLINEARIS MODELLEK

2.1 Hagyomanyos loglinearis modellek

A disszertacio targyat képez, kategorialis valtozokra alkalmazott grafikus modellek® (Rudas,
Bergsma, 2004; Rudas, Bergsma, Németh, 2006ab) az utdbbi évtizedekben megjelent két
statisztikai teriilet, a marginalis modellek, illetve a grafikus modellek metszéspontjan
helyezkednek el. E két tertiletet targyalom részletesebben a kovetkezékben. Az alabbi fejezet
tételei, definicioi és jelolései, hacsak nem jelzem masként, Lauritzen (1996), Rudas (1998),
Bergsma ¢és Rudas (2002) ill. Rudas, Bergsma, Németh (2009) munkéjara tdmaszkodnak.

Legyen V={Vl,...,Vp} kategorialis valtozOk egy halmaza, V; értékeit az [, 1< j<p
nemiires véges halmazon veszi fel. A T'=x’_ I, Descartes-szorzatot nevezziikk p-dimenzios
kontingencia-tablanak, melynek egy celldja az iz(il,...,ip),i ;€l;. A nem-negativ valos u(i)

értéket nevezziik az i cellahoz tartozo cellagyakorisagnak.

1. példa A formalizmus konnyebb megértéséhez vegyilink egy példat, a késobbiekben (pl. a
7.1. fejezetben) szerepld tarsadalmi statusz-valtozokkal. Legyen a V' valtozéhalmazunk
haromelemii: V; iskolazottsag, V> foglalkozasi statusz, Vs jovedelem. Ertékkészlet-halmazuk: I
={diplomas, diploma nélkiili}, I, ={als6-, kozép-, felsé osztaly}, I;={atlag alatt keresd, atlag
felett keres6}. A kontingencia-tdbla ennek a harom halmaznak a kereszt-kategériaibol, vagyis
Descartes-szorzatabol all, cellai kozé tartozik pl. az i=(diplomds, kozéposztalybeli, atlag alatt
keresd) harmas. Az ehhez a celldhoz tartozd u(i) az ezzel a harom tulajdonsaggal rendelkezd
egyének szamat adja meg.

Legyen F a T-n értelmezett pozitiv’ u gyakorisagi eloszlasok osztalya. Az F osztily és a k
hosszi valds vektorok kozotti : F — R*(k >1) leképezést nevezziik F egy paraméterének, egy
konkrét eloszlas mellett felvett értékét paraméterértéknek. Ilyen paraméter példaul a
cellagyakorisagok Osszege, ilyenkor k=1, hiszen a valds szdmokra képez a leképezés. Néha
kényelmesebb lesz vektorértékli paraméter helyett paraméterek halmazéardl beszélni, ilyenkor az
eredetileg vektorba rendezett paramétereket kiilon vessziik, és a paraméterérték helyett is
paraméterértékekrdl beszéliink. Paraméterezésnek nevezziik mindazon 6, paraméterek megadasat,
amik a tabla egy-egyértelmii megadasat teszik lehetévé: 6=, ..., 6,). A 0 leképezés ilyenkor
invertalhato. Pl. 2X2-es tabla esetén lehetséges paraméterezés a négy cellagyakorisdg megadasa,
egy masik paraméterezés az Osszes megfigyelés szdmanak, az elsd sormarginalisnak, az elsd
oszlopmarginalisnak €s az els6 cellanak a megadasa; egy harmadik lehetdség az esélyhanyados €s
harom cellagyakorisag megadésa.

% A ,.grafikus modell” az iranyitatlan grafokkal reprezentalhat6 hierarchikus loglinedris modellek egy osztalyara is
hasznalatos elnevezés, a disszertacioban (és sok mas helyen, pl. Lauritzen, 1996-ban) hasznalt masik értelmében a
kifejezés altalanos, nem csak iranyitatlan graffal megadhaté modellekre vonatkozik, a pontos definiciét 1asd kés6bb.

7 Ertsd: a gyakorisag 7 minden celldjaban nagyobb 0-nél, ezt szigoruan pozitiv eloszlasnak is nevezik. E pozitivitasi
feltevés fontossaga a késébbiekben fog kideriilni.
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Ha M <V a valtozok egy részhalmaza, akkor iy, jeloli az i-bol azon indexek vektorat,
amelyek M-hez tartoznak, tehat (.)), projekciot definial. A margindlis tablat T7), jeloli. Azt
mondjuk, hogy ilyenkor marginalizaljuk a tablat az M-hez nem tartozo6 valtozok szerint.

A Ty cellaihoz tartozd u,, (i M) marginalis gyakorisagok a u(i) cellagyakorisagok megfeleld

Osszegzésével all elo:
> ).
€T iy =iy

Az 1. példa visszatérve: ha a haromdimenzios kereszttablat marginalizaljuk a jovedelem, V;
szerint, akkor a (.)VV projekciot alkalmazzuk. A marginalis 7,  tabla kétdimenzios, egy
cellagyakorisaga igy all elo:

Hyy, (diplomis, kdzéposztalybeli) = > u(j) =
jeT:le 7 =(diplomas, kozéposztalybeli)

= u(diplomas, kdzéposztalybeli, atlag alatt keresO) + u(diplomas, kdzéposztalybeli, atlag felett kereso).

Most mar definidlhatjuk a loglineéris paramétereket. A V valtozok alkotta kontingencia-tabla
cellaihoz tartozo loglinearis paraméterek™ rekurziv modon allithatok elé:

/1V 1(25 | ZIOg,u (1)
jeT
A (i) = > logu(i)- D A (i )
| VAL | jeT:j =i, L'cL

Az also indexben szereplé L < V' halmazt nevezziik a paraméterhez tartozd hatasnak. Lathato,

hogy az iires halmazhoz tartozo hatds esetén a cellagyakorisdgok logaritmusanak atlaga adja a
paramétert. A tobbi esetben a kifejtés elsd tagja szintén atlagot ad: az adott i cellaval L-
indexiikben megegyez0 celldk loggyakorisdganak atlagit. Példankra visszatérve, a

A" (diplomas,atlag felett keres6) paraméter értéke:

AVVIIVZ v ( diplomas, magas Jovedelem) 1 z log y(diplomés, k, magas jévedelem) -

ke{also,kozép, felsd }

—2,"" (diplomas) — 4,""*"* (magas jovedelem ) — A;"" (iy,).

¥ Ez az un. J-tipusi paraméterezés alapelve szerint mindig az egyenletes eloszlisnak megfeleltetett ,,nincs hatas”
szitudcidhoz viszonyitja egy-egy hatas erdsségét. Tobb mas paraméterezés létezik, a szintén gyakran hasznalt u-
tipust paraméterezés mellett pl. a ,,nincs hatds” szituaci6 az, amikor csak a referenciacella gyakorisdga nem nulla; a
paraméterek azt mérik, hogy a tobbi cella gyakorisaga mennyire tér el a referenciacellaétol.

Az egyszeriiség kedvéért itt és a disszertacid egészében a gyakorisagi- és nem a valdsziniiség-eloszlas
paraméterezését targyalom. A valdszinliség-eloszlds paraméterezése egyébként konnyen megkaphaté ebbdl az ()
hatashoz tartozo un. féhatas elhagyasaval.
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A T tabla hagyomanyos loglinearis paraméterekkel torténd felparaméterezésének nevezziik a
Ap megadasat, ahol P = {(L, V), L c V} rendezett parok halmaza. Formalisan Ap:

dp={A LV}
Példank esetén

po (AAAARUNAAARUNAAARUNAAANANAAANNANAASNVANAAAN
(V. VVy)

_ nn; nn; N, N, N, A8 s A8
ﬂp _{/’L@ 2 ﬂ’Vl ’ Z’Vz 2 /’LVs ’ Z/V]VZ 2 0 Z’VzVs ’ s

A paraméterezés definicidjabol kozvetleniil kovetkezik, hogy adott i celldhoz tartozd
paraméterértékek osszege éppen a log-cellagyakorisagot adja:

logu(i)= > A, (i,.). 3)
L'cV
¢és hogy 0-t kapunk, ha egy adott paramétert ugy 0sszegeziink, hogy tetszoleges értéken rogzitjiik
a hozza tartozo6 L hatas valamely M < L részhalmazanak koordinatait:

> A4 (i)=0. )

el (in )y, =)y,

Az utdbbi tulajdonsag egyszerli esetben egy adott sorhoz/oszlophoz tartozd paraméterértékek
Osszegének 0 voltat jelenti, pl.:

N,V . ,
> A" (diplomas, k) = 0.
ke{alsé, kozép, felss }
Vagyis elég az also- és a kozéposztidlyhoz tartozd paraméter megadasa, a felsdosztalyé
redundans, mert ezekb6l megkaphato. Altalanosan is, a T = x_ I, tabla felparaméterezéséhez a

paraméterértékek koziil elég néhanynak a megadasa, a tobbiek redundansak. Konkrétan: a A,
paraméterezés redundanciaja kikiiszobolhetd, ha minden valtozé értékkészletébdl elhagyunk egy
értéket, és az igy kapott kisebb kontingencia-tdblahoz tartozé cellédk A, paramétereit vessziik
csak figyelembe:

1. definici0 Legyen v.el,, I =1, \{vl.} , T=x"_I.EkkorazieT cellikon értelmezett, de az

i i j=1"7j

eredeti T tablabol szamolt paraméterek Osszessége A, a paraméterezést /{P jeloli:

Lo
/{P:{/{LV:LQV}.

14
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TV ; , . . Lok 14 . ;
A A, paraméternek mar nincs redundans értéke. A A, paraméterhez éppen

=l

';:1(‘1_ i‘—l) nem-redundans paraméterérték tartozik. Konnyen kiszdmolhatd, hogy a ﬂjp

paraméterezés Gsszesen H f ‘1 j‘ paraméterértékbdl all, ami éppen a T tabla celldinak szdmaval

egyezik meg. Az SPSS loglinedris modellezési parancsai (a Hierarchical Loglinear Model és a
General Loglinear Model) éppen igy jarnak el a paraméterbecslések takarékos megadasanal: csak
a nem redundansakat tiintetik fel koziiliik, mindig a valtozok utolso értékét elhagyva.

Példank esetén a T (diplomds, diploma nélkiili)x(also6, kozép-, felsé osztaly)x(magas
jovedelem, alacsony jovedelem) 12 cellds tablazat helyett valtozonként egy-egy érték
elhagyasaval a T (diplomas)x(alsd, kozéposztily)x(magas jovedelem) 2 cellds tablazatot
tekintjiik. A

VV2 * (magas jov.), VVZV‘ (diplomas,alsé osztaly), VVZV‘ (diplomas kozéposztaly ),

3

diplomas,magas jt')v.) V‘V "> (als6 osztaly, magas jov.),

Vle (
V‘Vz 3 (kdzéposztély, magas jé’)V.) 1 2V3 (dlplomas also osztaly, magas jov. )
VV2

* (diplomas, kézéposztaly, magas jov.)

paraméterezéshez 12 paraméterérték tartozik, melyekkel az eredeti tablazat 12 cellaja
felparaméterezhetd.

A A, paraméterezés esetén a paraméterek nem csupan nem redundansak, de

értéktartomanyukon beliill egymastol fliggetleniil barmilyen értéket felvehetnek. Ezt a
tulajdonsagot nevezik variacios fliggetlenségnek, mely formalisan az alabbi mdédon definialhat6:

2. definici6  Legyen 0=( 6, ..., 0, t paraméterbdl all6 paraméterezés. Azt mondjuk, hogy a -k
varidciésan fiiggetlenek, ha R(0)=R(6,)x...x R(6,), ahol R(.) az értékkészletet jeldli.

A-paraméterek esetén az értékkészlet a (-o0,+00) intervallum. Példankon illusztralva: mivel
tudjuk, hogy a /iP paraméterezés varidciosan fliggetlen, a paraméterek barmilyen negativ vagy
pozitiv értéket felvehetnek. Pl. a

""VVV3 . e _
A" (magas jovedelem) = 0,3,

Ayy?" (diplomas, kézéposztily) = -
VVsz

(diplomas, felsé osztaly) =6

paraméterekhez is létezik nekik megfelelé gyakorisagi eloszlas. A variacios fliggetlenség
fontossagardl a marginalis loglinearis paraméterezés kapcsan irok bovebben, a 2.3.1 fejezetben.
Ott lathatunk majd példat variaciésan nem fliggetlen paraméterekre is.
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Fontos tulajdonsédga tovabba a loglinedris paraméterezésnek, hogy a paraméterértékek jol
értelmezhetOk: a paraméterek a hatashoz tartozod valtozok kozotti feltételes kapcsolat atlagos
erdsségének mértékeként interpretalhatok, az Osszes tobbi véltozora, mint feltételre nézve.
Példaul ha a hatdshoz tartozod valtozok bindrisak, a paraméter konnyen megfeleltetheté a
vonatkozé  feltételes esélyhanyadosok bizonyos 4tlaganak. Szemléltetésiil: az eldbbi

A2 (diplomas, atlag felett keresd) paraméterérték az alabbi formara hozhato:

VLV [ 1: , ce N
2" (diplomas, magas jov.) =

1 Z 1 ,u(diplomés, k, magas jt')v.) y(nem diplomas, k, alacsony jt')v.) v
= — (0] =
3% 8 ,u(diplomés, k, alacsony jt')v.) y(nem diplomas, k, magas jt')v.)

A St (1 - .25 - 12175 1) ),

ami a foglalkozdsi stitusz egyes kategoridinak rogzitése mellett szamolt feltételes
esélyhanyadosok negyedik gyokének atlaga. Az esélyhdnyados ismert asszociacidos mérdszam,

igy valoban azt mondhatjuk, hogy a paraméter az iskolazottsag és jovedelem foglalkozéasra

feltételes kapcsolatanak atlagos erdsségét mutatja. Ha a /1;1,22'/3 érteke 0, akkor az ,,atlagos hatas”

0, tehat V; és V3 kozott V, bizonyos értékei melletti pozitiv feltételes kapcsolat van, bizonyos
értékei mellett negativ feltételes kapcsolat van, amelyek atlagolaskor kioltjak egymast. Szokasos
szohasznalattal ezt ugy is mondhatjuk, hogy a V,-re torténd korrigdlas utan, vagy a V, hatdsat
kisziirve a két valtozo kozott nincs asszociacio.

Ertelemszeriien, ha a 4" paraméter értéke pozitiv (negativ), akkor a feltételes kapcsolatok

inkdbb pozitivak (negativak).

Fontos itt kitérnem arra a mobilitds-kutatasi alkalmazéasoknal, az 6.2.2. és 7.1. fejezetekben
még tobbszor eldkeriild tényre, hogy az esélyhdnyados €s a marginélisok variaciosan fiiggetlenek
(Rudas, 1998). Ez nem csak kétdimenzids tdblara igaz, hanem altaldnosan, magasabbrendii
esélyhanyadossal €s nala alacsonyabbrendii marginalisokkal megfogalmazva is. Ez a tulajdonsag
asszociacidos mérészamok esetén elsédleges fontossagu, hiszen az asszociacio tisztan az egylittes
eloszlasban meglevd informacidhoz kapcsolddik, a marginalisokban meglevé informéciohoz
nem. Tehat a loglinearis paramétereknek az esélyhanyadosokra torténd visszavezethetosége azért
is elényos tulajdonsag, mert igy oroklik azoknak az alacsonyabbrendii marginalisoktol valo
fliggetlenségeét is.

Valtozok feltételes fliggetlensége a késdbbiekben kozponti jelentdségii fogalom lesz, ezért
ennek a fogalomnak a paraméterekkel valo kapcsolatat kiilon is érdemes megvizsgalni.

3.definicio X, Y és Z diszkrét valoszinliségi valtozok esetén X és Y feltételesen fiiggetlenek Z-
re nézve, ha:

P(X=xY=y|Z=z)=P(X=x|Z=z)P(Y=y|Z=2z),

Z minden z értéke mellett, amire P(Z = z) > 0. Jeloléssel: X 1LY |Z.
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2. FEJEZET: MARGINALIS MODELLEK

Vegylik észre, hogy a definicio valtoztatas nélkiil értelmezhetd valtozohalmazok fliggetlenségére
is.

A feltételes fiiggetlenségnek a paraméterekkel vald kapcsolatanak vizsgalatdhoz vegyiink
elészor azt a specidlis esetet, amikor X, Y és Z binaris véltozok. Lattuk, hogy a A;,” paraméter a
Z-re, mint feltételre vett, szigorian monoton fliggvénnyel (negyedik gyokok logaritmusa)
transzformalt feltételes esélyhanyadosok atlagat adja. Belathato, hogy a A}, paraméter
ugyanakkor a feltételes esélyhanyadosok transzformaltjanak kiilonbségével egyenld:

Ay (i, ) = (-1)"" (log(EH(X,Y 1Z= 1)”4)—1og(EH(X,Y 1Z = 2)“4)),

Ha a A}, paraméter értéke 0, akkor a két feltételes esélyhanyados megegyezik, vagyis Z-nek

nincs hatdsa az XY kapcsolatra. Itt a harom valtozo szerepe szimmetrikus, vagyis ugyanez igaz az
X feltétel melletti YZ kapcsolatra is stb.

Ha X 1Y|Z, akkor nyilvan a feltételes esélyhdnyadosok értéke 0, ezért az ezek fliggvényeként
definialhato A}, és A;” paraméterek értéke is 0 minden cellara. Ugyanez forditva is igaz: a két

paraméter 0 volta, mint lattuk, a feltételes esélyhdnyadosok azonossagat ¢€s atlagos 0 értékét
jelenti, ez a két feltétel viszont 0 voltukat implikalja, ami éppen feltételes fiiggetlenséget jelent.

Altaldban is igaz, hogy loglineris paraméterezés mellett valtozok feltételes fiiggetlensége
konnyen megfeleltethetd bizonyos paraméterek 0 voltanak:

1. tétel Legyen X ¢és Y a V két diszjunkt részhalmaza, legyen Z :V\(X uY ) Ekkor
X LY|Z akkor ¢és csak akkor, ha

A =0, VLeP(X LY UZ)\(P(X UZ)UP(YULZ)),

ahol P(.) az Osszes részhalmaz halmazat, azaz a hatvanyhalmazt jeloli. Itt a A, =0 kifejezés tgy

értelmezendd, hogy a A, leképezés null-leképezés, azaz a hozza tartozé marginalis tdblazat
minden cellajara 0 az értéke.

Az eddigiekben a kontingencia-tabla felparaméterezését targyaltam, de nem emlitettem még a
modell fogalmat. Modellnek a T-n értelmezett F' gyakorisagi eloszlasok G részhalmazait
nevezzik. Fenti példanknal maradva pl. a V, LV, |V, modell (a jovedelem és az iskolazottsag

foglalkozasra vett fiiggetlensége) csak azokat a pozitiv gyakorisagi eloszlasokat tartalmazza, ahol
a cellagyakorisagok megfelelnek a 3. definici6 feltételének. Egy G; modell tartalmaz egy G»
modellt, ha a megfeleld gyakorisagi eloszlas-halmazok tartalmazzdk egymast. Ilyenkor azt
mondjuk hogy a G, sziikebb modell, mint a G,, vagy azt, hogy G: a G; almodellje (submodel),
vagy hogy G, a G; tartalmazo modellje (supermodel). Az almodellt €s a tartalmazé modellt
egymasbaagyazottnak (nested) is nevezik. Ilyen konstellacié all el pl., amikor G;-et definialo
feltételes fliggetlenségi allitdsok kozott a Go-t definialo feltételes fliggetlenségi allitasok is
szerepelnek. Pl. a V={V; V, V3 V,} valtozok esetén, ahol V, az apa foglalkozisa a V>-vel
megegyez0 kategoridkkal, ha Gj-et a V, LV, |V, definidlja, G-t a (V, LV, |V, és V, LV, |V)),
akkor G, sziikebb, mint G
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2. FEJEZET: MARGINALIS MODELLEK

A disszertacioban szerepld modellek szempontjabdl fontos loglinearis és log-affin
modellekhez tartozo eloszlasok azonosithatok a loglinearis paraméterekre eldirt bizonyos
Osszefiiggésekkel, ezeket definidlom az aldbbiakban.

4. definici6 Azt mondjuk, hogy G < F loglinearis modell, ha elemei olyan eloszlasok,

amiknek a ZP paraméterezéssel kapott paraméterértékeinek bizonyos linedris kombinacioi
nullaval egyenldk. Formalisan:

ueGo > a4 (i,)=0,
LcV i eTy,j=1..J
ahol J szamu linedris kombinaciot irtunk fel, a G altal meghatdrozott «; ; konstansokkal (itt az

alsoindex az L hatashalmaztol, az ig cellatol és a j. egyenlettdl valo fliggést jeloli). Lattuk, hogy
azok a X 1Y |Z feltételes fiiggetlenségi modellek, ahol a Z feltételben az X-en €és Y-on kiviil

minden, a V-hez tartoz6 valtozo szerepel, konnyen megadhatdk bizonyos loglinearis paraméterek
0-ként valo eldirasaval. Ezek tehat loglineédris modellek: az a-k ilyenkor egy kivétellel mind 0-k.

Ha nem 0-ban, hanem valamely mas értékben rogzitjiik a paraméterek linearis kombinacidjat
(pl. adott erdsségli feltételes kapcsolatot irunk elé egy valtozoparra), ennél altaldnosabb
modellosztalyt definialhatunk:

5. definici6 Azt mondjuk, hogy G < F' log-affin modell, ha olyan eloszlasokat tartalmaz,
amiknek a ZP paraméterezéssel kapott paraméterértékeink bizonyos linedris kombinécioi egy-
egy eldirt §; konstanssal egyenl6k. Formalisan:

peGe Y ayd(i)=8,

LV jieTl, j=1...J

ahol «,; ¢s B a G altal meghatarozott konstansok.

Az elnevezés onnan jon, hogy a modelleket definidlé paramétermegkdtések az elsd esetben
linearis kombinécidk, a masodik esetben affin kombinacidk. Geometriailag a loglinearis

modellek a log-cellagyakorisagok |T | dimenzios terének linearis altereivel, a log-affin modellek

ennek affin altereivel (a lineéris alterek eltoltjaival) azonosithatok.

2.2 Margindalis modellek, marginalis loglinearis modellek

Az alabbi tételek, definiciok és jelolések, hacsak nem jelzem mdasként, Bergsma ¢és Rudas
(2002) ill. Rudas ¢s Bergsma (2004) munkéjara tamaszkodnak.

A marginalis modellek a kontingencia-tdbla marginalisaira tett megszoritdsokkal
definialhatok. Marginalis modellt definial példaul az a feltevés, hogy egy populacioban adott
vélemény megoszlasa nem valtozik valamely beavatkozas ellenére sem'®. Ilyen kisérleti
elrendezésre példa a deliberative poll (kb.: gondolkodtaté kozvéleménykutatds, nincs bevett

' Az ennek megfelel$ elrendezés a biostatisztikaban gyakoribb, ahol a tipikus klinikai kisérleteknél kezelés el6tti és
utani allapotokat kiilonboztetnek meg, és a betegek allapotanak valtozasa a megfigyelt esemény.
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2. FEJEZET: MARGINALIS MODELLEK

magyar elnevezése), amit Magyarorszagon elséként Orkény Antal és tarsai probaltak ki 2005
0szén. A mintdba vont személyek ciganykérdéssel kapcsolatos véleményét mérték a kérdések
kozos megvitatasa elott és utan. Két valtozoval kodolva a vélemény beavatkozas eldtti (A) és
beavatkozas utani (B) megoszlasat, egy lehetséges marginalis modell a két valtozo altal
meghatarozott kontingencia-tdbla megfelelé sor- ¢és oszlop-marginalisainak paronkénti
egyenloségét, formalisan a T4 ill. T3 marginalis tablak cellagyakorisagainak azonossagat tételezi
fel. Marginalis modell megadasdhoz tehat a margindlis eloszlasok felparaméterezésére van
sziikségiink, ami pl. marginalis loglinedris paraméterekkel oldhaté meg. Ezek a hagyomanyos
loglinedris paraméterektdl abban térnek el, hogy nem csak az Osszes valtozd egyiittes eloszlasa,
hanem barmely margindlis eloszlas mellett definidlhatunk paramétereket. Ezzel az
altalanositassal ugyanakkor a hagyomanyos loglinearis paraméterezésnél sokkal Osszetettebb
keretet kapunk. Latni fogjuk, hogy a hagyoményos esetre jellemz6 elényos tulajdonsagok itt nem
mindig teljesiilnek.

Tekintsiik a kordbban mar definilt, egy M <V margindlishoz tartozé (.)u projekciot, a Ty
marginalis tablat és a u,, (i M) marginalis gyakorisagokat. A marginalis loglinearis paraméterek a

hagyomanyos loglineéris paraméterekhez (lasd (1) és (2) formulakat) hasonldan, rekurziv moédon
definidlhatok, azzal a kiilonbséggel, hogy a valtozok V' halmaza helyett csupan annak M
marginalisat tekintjiik, s az szerepel az indexekben is:

1

ﬂ“g (iz): | ZT log,uM (.])s ()
A (iL)=|TL_ > toga(i)= ¥ 2 (), ©)

A loglineéris paraméterekhez hasonléan értelmezheték a marginélis paraméterek is: az (also
indexben szerepld L) hatdshoz tartozd valtozok kozotti feltételes kapcesolat atlagos erdsségének
mértékeként interpretalhatok, a (felsé indexben szereplé M) marginalishoz tartozé Osszes tobbi
valtozora, mint feltételre nézve.

A paraméter értelmezése és értéke nyilvan fligg attol, hogy melyik marginéalison beliil
definidltuk. Itt elég csak a Simpson paradoxonra utalni. A paradoxon arra a tényre hivja fel a
figyelmet, hogy egy hatas erdssége, sot eldjele is fligg attol, hogy marginalis vagy feltételes
hatasként vettilk azt figyelembe''. Korabbi, a tarsadalmi statusz harom indikatoraval (¥; binaris
iskolazottsag, ¥, harom eértékli foglalkozasi statusz, V; binaris jovedelem) kapcsolatos
példankhoz visszatérve, azt az apa foglalkozasaval (V) bovitve pl. az alabbi harom, ugyanazon
hatas mellett definialt paraméter mast és mast jelent, mas €s mas értéket vehet fel:

"' A biostatisztikai és szociologiai modszertani irodalomban standard példanak szamité paradoxon lényege, hogy
(els6 latasra intuicionknak ellentmondd médon) két valtozé kapcsolatanak eléjele egy harmadik valtoz6 figyelembe
vételét kdvetden megvaltozhat. Pl. az A vallalat nagyobb aranyban alkalmaz roma dolgozdkat, mint a B vallalat, de a
dolgozdk iskolai végzettsége szerint kiilon vizsgalva mindegyik feltételes tablaban a B vallalat roma dolgozdi aranya
a nagyobb. A példa megmagyarazhatova valik, ha feltessziik, hogy a B vallalat magasabb végzettséghez kot6do
munkakordket kinal, és hogy a romak atlagosan alacsonyabb iskolazottsaguak. A paradoxon nevét Edward H.
Simpsonrol, egyik els6 leirdjarol kapta.
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2. FEJEZET: MARGINALIS MODELLEK

Vle (1’1) = logE['](V1 = {152}>V3

{1’2})1/4 ’

{1,2} | I/z _ j)1/4,

A, 1)_5 > logEH (V;

j=1.3

{L.2}.7,

- 3 loBH ={1.2}.1, = 1.2}V = ¥ =D

[ 3

Eléfordulhat pl., hogy az els6 paraméter nagy pozitiv értéket vesz fel, tehat a kereset és az
iskolazottsag kozott erds pozitiv kapcsolatot mutat, mig a masodik paraméter értéke kisebb
pozitiv szam, jelezve, hogy a diplomdsok magasabb keresete részben, de nem egészében az
altaluk elért jobb allasokkal magyarazhato. Ha a harmadik paraméter értéke 0, akkor azt
mondjuk, hogy az iskolazottsag és a kereset kozott a tobbi valtozora tortént korrigalas utan nincs
(feltételes) kapcsolat'. Ilyen szituacio az, amikor a diplomasok éltaldban jobb allasokhoz jutnak,
tovabba a magasabb foglalkozési statusza apak utddai olyan kulturalis elényoket 6rokolnek
(beszédstilus, megjelenés), amik jobb keresethez juttatjdk Oket, koreikben magasabb a
diplomésok aranya is, de a jovedelmet az iskolazottsag kozvetleniil, ezeken a csatorndkon kiviil
mar nem befolyésolja.

A hagyomanyos loglinearis modellekre érvényes (3) és (4) Osszefiiggések itt is allnak,
tetszOleges M marginalis rogzitésével

log 1, (i, )= > 4" (i (7)

L'cM

azaz az M-hez tartoz6 Osszes paraméter Osszege a megfelelé marginalis cellagyakorisagokat adja.
Fennall tovabba, hogy

> A(i)=0 ®)

irely :(jL )M':(iL )M'

vagyis 0-t kapunk, ha egy M-lel és L-lel definialt paraméter értékeit a 7 tdbla azon cellain
Osszegezzilk, amiknek az L halmaz valamely M'c L részhalmazdhoz tartoz6 koordindtdi a
rogzitett i cella megfeleld koordinataival egyenldk.

Ugyanannak a kontingencia-tdblanak a felparaméterezése marginalis loglinearis
paraméterekkel tobbféleképpen torténhet. Pl. belathatd, hogy az alabbi két paraméterezés

egyarant egy-egyértelmti megadasa a 7;,, , tablahoz tartozo eloszlasnak:

" " a8 ", K%% KV% 488 ;s
ﬂ@ ’/1[/1 ,ﬂ,VZ /1V1V2 /1[/% Vs 2T (9)
%] " V; A% V. V,V; - n,v;
ﬂ@ ’ﬂ’V,l ’X’V; , 1 3 in 2 3 1 2 1V22V33 (10)

2 Mint a 2.1 fejezetben lattuk, ilyenkor a feltételes fiiggetlenség még nem feltétleniil all: a O atlagos értékként
adodik, akar negativ és pozitiv értékek atlagaként.
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A (10)-es paraméterezés, amikor minden hatds a vele megyegyezd marginalison beliil adott,

éppen Glonek ¢és McCullagh tobbvaltozos logisztikus transzformaciojahoz  tartozo
paraméterekbdl all (Glonek, McCullagh, 1995).

Marginalis loglinearis paraméterek egy halmaza a paraméterekhez tartozé M marginalisbol és
L hatasbdl allo rendezett parok P halmazéaval definidlhat6:

Ap={4" (L, M) e P}.

A, -re eddig még semmilyen megkotést nem tettiink, akarhany paramétert tartalmazhatott, a

kontingenciatdbla egyértelmii felparaméterezéséhez képest akar tul keveset vagy feleslegesen
sokat is. A kovetkezokben ennek megoldadsara elészor bizonyos szempontbol ,.elegendd” szamu
paramétert biztositunk, majd ezek koziil elhagyjuk a feleslegeseket.

6. definicio6 Az (L,M) rendezett parok P halmazat teljesnek (complete) nevezziik, ha minden
L < V hatdshoz van olyan (és csak egy olyan) M < V marginalis, amire (L,M) a P-nek eleme.

A hagyomanyos loglinedris paraméterezéshez tartozd6 P pl. teljes, hiszen minden hatashoz
pontosan egy marginalis, a V tartozik, és minden M <V szerepel a hatdsok kozott. A

V= {VI,VZ,V3} valtozokra teljes a (9) és (10) paraméterezések P halmaza is is.

A teljes P halmazokhoz tartozd6 A, paraméterezések a (8)-as egyenletbdl kovetkezden

feleslegesen sok paramétert tartalmaznak. A redunddns paraméterek eltdvolitdsa a hagyomanyos
loglinedris paramétereknél latott modon itt is elvégezheto.

7. definici6  Legyen v, € /, I= I, \{ } T=x"_1.Ekkoraz ieT cellakon értelmezett, de az

(R j=17j"
eredeti T tablabol szamolt

2, F>R"
paraméterek Osszességeét /iP jelsli: A, = {ZLM LcMc V}.

A konstrukciobol kovetkezden /iP mar nem tartalmaz redundans paramétert.

Pl.haa 4, a(9)-es paraméterezéssel egyezik meg, /:LP a kovetkezoképpen 4ll elo:

/ZV‘ (mindegyik cella), ﬂ;fl (diplomés), ﬂ;fle (alsc') osztély), ﬂ;f‘Vz (kézéposztély),

Vle

V‘V 2 (dlplomas also osztaly) (dlplomas kozeposztaly) /1;/ 2 (magas jév.),

/ZP ( y) = V'VZV* (dlplomas magas jov. ) Vl . (also osztaly, magas jov. )

diplomas, alsé osztaly, magas jov. )

/1V‘V2V3 (kdzéposztaly, magas j('jv.) e (

V‘V 25 (dlplomas kozéposztaly, magas jov.)

A loglinedris ill. log-affin marginalis modellek meghatarozésa is a hagyomanyos esetben
latott definiciot koveti.
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8. definici6 Legyen adott egy P halmaz. Azt mondjuk, hogy G < F marginalis loglinearis
modell, ha elemei olyan eloszlasok, amiknek a /'IP paraméterezéssel kapott paraméterértékeinek
bizonyos linearis kombinacidi nullaval egyenldk. Forméalisan:

ILlGG@ ai,‘_”ibjizw (iL):O>

ZQM EZP,iL eTL J=l.J
ahol J szamu linearis kombinacidt irtunk fel, a G 4ltal meghatarozott o e konstansokkal. Az o
L YL

harom alsdindexe azt mutatja, hogy minden ZLM paraméterhez és minden i; celldhoz mas
konstansszorzo6 tartozhat az 1...J egyenletek mindegyikében.

9. definici6 Legyen adott egy P halmaz. Azt mondjuk, hogy G < F margindlis log-affin
modell, ha elemei olyan eloszlasok, amiknek a /'IP paraméterezéssel kapott paraméterértékeinek
bizonyos linedris kombinécidi adott konstansokkal egyenlok. Formalisan:

M (s \_
peGe Z Uy A (i,)=5,
Aedpigele,j=1..J

ahol J szadmu linedris kombinaciot irtunk fel, a G altal meghatarozott « o és p;konstansokkal.
L 1

Megfeleld6 modon felparaméterezett kontingenciatabla esetén a modell a paraméterekre tett
egyszerii megkdtésekkel hatdrozhatd meg. A tarsadalmi statusszal kapcsolatos 1. példa véve
ismét: az 1. tétel szerint az a modell, ami az Iskolazottsag (V;) és Jovedelem (V3) Foglalkozasra

(V2), mint feltételre vett fiiggetlenségét allitja, a A} ¢és A)2% paraméterek O-ra allitisaval

definilhat6". Ez a (9)-es paraméterezés mellett kozvetleniil megadhato, hiszen a paraméterek
szerepelnek a paraméterezésben. Viszont a (10)-es paraméterezés esetén a modell ennél
nehézkesebb mdodon (paraméterek Osszetett, nem feltétleniil lineéris fliggvényével) definialhato.
Ugyanakkor a V; és V; marginalis fliggetlensége éppen a (10)-es paraméterezéssel megy

konnyen, hiszen ott szerepel a (0-ra allitando) V]‘VVj paraméter.

Ha az apa foglalkozasarol (V,) és iskolazottsagarol (Vs) is van informacionk, akkor az
iskolazottsag-foglalkozas kapcsolat intergeneracios valtozatlansagat feltételezé modell az alabbi
marginalis asszociacidok azonossagaval definialhat6:

V4V5 — V]VZ

s T T
Ez margindlis loglinearis modell, hiszen a két paraméter kiilonbségének 0 voltaval azonosithato,
egyetlen linedris kombinacioval éllithaté eld, ahol a; =1 és a, =-1.

2.példa A mobilitdskutatasban gyakran hasznalt log-multiplicative layer effect vagy masnéven
unidiff modellt (Xie, 1992, Erikson, Goldthorpe, 1992) is érdemes itt megemliteni (a modszerrdl
részletesebben lasd a 6.2.1. fejezetet). A modell nevét onnét, kapta, hogy (a) iddébeli

B Az egyértelmiiség kedveert: az 1. tetel a sok lehetséges koziil az egyek paraméterezését adja meg a feltcteles
fiiggetlenségnek. Igy a tétel hasznalatakor szintén csak az egyik szoba johetd (de a legegyszertibb, legkézenfekvébb)
paraméterezést hatarozunk meg.
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Osszehasonlitasoknal két idépont kozott egyenletesen (uniform) valtozd mobilitasi esélyeket
tételez fel, vagy - technikailag azonos modon - (b) orszagok Osszevetésénél az orszagonként
valtozé intenzitdsi mobilitdsi esélyek azonos mintdzatat teszi fel. Ez a feltevés az apa
foglalkozésa (F’) — utdéd foglalkozasa (F) feltételes asszocidcionak egy ¢, konstanssal valod
szorzastol eltekintve allandd voltaval azonosithatd, ahol a feltétel a 7' (idépont az elsd esetben
vagy orszag a masik esetben), a k pedig a feltételvaltozo egy értékéhez tartozik. Paraméterekkel:

/11515T (ia ]) + llflfTT (ia j,k) =V, Q-

Itt a y; mutatja az apa-utod kereszttabla (i,j) celldjaban a kapcsolat minden id6pontra (orszagra)
kozos értékét, ¢ pedig ennek a kapcsolatnak az intenzitasanak idébeli (orszadgok kozotti)
valtozasat. Rogzitett p,—k mellett ezek az egyenletek marginalis log-affin modellt definidlnak, az
alabbi linedris egyenletrendszerekkel:

V' Jperg. o U Jperg. .
— Ay (6.7)+— gy (1,7 k) = .
ij ij
Csokkend (novekvd) pi—kkal az asszociacid gyengiilése (erdsodése), vagyis tarsadalmi nyitddas

(zarodas) tesztelhetd. A tényleges unidiff modell ennél még kevésbé meghatarozott: a g,—kat is
ismeretlennek tételezi fel, és ezek becslése a cél, feltéve, hogy a modell illeszkedik.

3.példa A deliberative poll-lal kapcsolatos példara térve: legyen A4 a beszélgetés eldtti, B a
kozos beszélgetés utani vélemény (az egyszerlis€g kedvéért binaris valtozoval kodolva). A
vélemény megoszlasdnak valtozatlansagat tételez6 modell az AB kereszttdbla 4 ¢és B

marginalisdnak egyenldségével azonosithatd. Az 4 marginalisa a /{LA, L < A paraméterekkel (7)-
bol kdvetkezden kdnnyen megadhato:

log 1, (1)= A5 (i) + A/ (1),

hasonldan
log 5 (1) = A5 (i) + 45 (1),
ebbol
log i, (1) =log (1) & A7 (1) = 45 (1),
vagyis

pueGe 1) -1E1)=0.
Tehat a modell marginalis loglinedris modell, és konnyen megadhato, ha az (4,4) és (B,B)
szerepel a P-ben.

4.példa Ugyanebben a keretben maradva tegyiik fel, hogy az a feltevésiink, hogy a romakkal
szembeni elutasitd/elfogadd attitlid a romakrol meglévd ismeretekkel szorosan Osszefligg, €s a
kozos beszélgetés nem valtoztat ennek az Osszefiiggésnek az erdsségén. Ekkor, ha C jeldli a
romakkal kapcsolatos informacidk mennyiségét a beszélgetés eldtt, D pedig a beszélgetés utan,
akkor a

AC _ 2 BD
ﬂ’AC = /130

egyenloséggel fejezhetd ki a marginalis asszociaciok allandosaga. Ez tehat szintén marginalis
loglinearis modell. Ha azt gondoljuk tovabba, hogy elsésorban ez az informaltsagi szint szamit az
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attitlid kialakulasanal, és az elfogadd attitiid pozitiv kapcsolata az iskoldzottsaggal csak azért
tiinik erésnek, mert az iskolazottsag befolyasolja az informaltsagi szintet is, akkor az attitlid és az
iskolazottsag (/) ismeretszintre vett feltételes fliggetlenségét tessziik fel, ami szintén marginalis
loglineéris modell, és az 1. tétel segitségével igy fejezhetd ki:

ACI __ A ACI __ 4BDI _ 4BDI _
/1/11 = /1Ac1 = /131 = ﬁ“BDI =0,

tehat konnyen megadhato, ha ezek a paraméterek szerepelnek a paraméterezésben.

2.3 A paraméterezes j6 tulajdonsagai

Lényeges kérdés tehat az, hogy olyan paraméterezést valasszunk, amellyel a vizsgalt modell
egyszeriien megadhato. A paraméterekre tett megkotések értelmezésénél felmeriild masik fontos
kérdés a paraméterek interpretalhatosaga: lattuk, hogy marginalis loglinearis paraméterek esetén
a paraméterek kézenfekvé moddon, feltételes asszocidciokra torténd visszavezetéssel
értelmezhetdk. Az alabbiakban a marginalis loglinearis paraméterezés tovabbi, alapvetd
fontossagl tulajdonsagait targyalom. Hacsak nem jelzem masként, a tételeket Bergsma, Rudas
(2002)-bol és Rudas, Bergsma (2004)-bol emelem ki, a definiciok, jelolések és magyarazatok
esetében e forrasokon kiviil Lauritzen (1996)-ra is timaszkodom majd.

2.3.1 Variacios fiiggetlenség

Mint lattuk, a hagyomdnyos loglinedris paraméterek varidcidsan fliggetlenek, vagyis az egyes
paraméterek a tobbiektdl fliggetleniil barmilyen értéket felvehetnek (a tulajdonsdg pontos
meghatarozasat a 2. definicional lattuk). A marginalis loglinearis paraméterezésekre ez nem all
altalanosan. Pedig alapvetd fontossagu lenne a tulajdonséag teljestilése, hiszen ha a paraméterek
nem fliggetlenek variaciosan, az nemlétezd modellek megadasdhoz vezethet, problémat okoz
interpretaciojukban, €s gyakran okoz szamitasi problémakat is.

5.példa Rudas és Bergsma (2004) példajara tamaszkodva, annak egy tarsadalomtudomanyi
megfeleldjén illusztrdlom a variaciésan nem fiiggetlen paraméterek interpretacidos problémait.
Vegyiik a mar latott deliberative poll példajat. Tekintsiik a k6z0s vitdban részt vett, és az abban
részt nem vett (ezekbe a csoportokba a vitat megel6zden véletlen moédon besorolt) személyek
csoportjait, kiilon a diplomasokat és a legalacsonyabb iskolai végzettséggel rendelkezoket, és
nézziik meg, milyen a romakkal szembeni attitlidjiik (két értékben: elfogadd vagy elutasitd) a
kozos vitat kovetden. A haromdimenzids tablat az alacsonyabb dimenzids marginalisokkal és
egy, a vita hatasat iskolai végzettségenként kiilon méré mérészdmmal paraméterezziik fel. Az
utobbi mérészamot az elfogado attitliddel rendelkezdk aranyanak a vitan részt vett és a vitan részt
nem vett csoportokban mért kiilonbségeként definialjuk. Az alacsony iskolai végzettségen beliil
10 5

10140 5+45

az alabbi tablaban a zarodjelek eldtt feltiintetett gyakorisdgokkal szamolva

b

30 20

30+20 20+30
marginalisoktol, azok meghatarozzak maximum értékét. A tablaban zardjelben tiintettiik fel
azokat a gyakorisagokat, amelyek esetén a marginalisok valtozatlanok lennének, ¢és a
mérdszamok maximalisak. A mérdszam maximuma eszerint a legfeljebb altalanos iskolat
végzetteknél 0,3, a diplomasoknal 1. Ennek kovetkeztében a két végzettségre kapott mérészam
nem vetheté Ossze érvényes modon, pl. a most kapott 0,1-es és 0,2-es értékek esetén nem

ez az érteék, a diplomasokra =0,2. A mér6szdm nem fiiggetlen variacidsan a
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mondhatjuk, hogy az alacsony iskoldzottsagiiakon beliil fele olyan hatdsos a kozos vita, mint a
diplomésokon beliil, hiszen a 0,2 a lehetséges 1-es maximumtol joval tavolabb van, mint a 0,1 a
sajat 0,3-as maximumatol.

1. tablazat. Hipotetikus példa egy deliberative poll végeredményérol. Zardjelben a vita maximalis hatdsa esetén
fennallé gyakorisagok.

Kozos vitaba bevont Kozos vitaba be nem vont
Legfeljebb 8 altalanos
Elfogado 10 (15) 5(0)
Elutasito 40 (35) 45 (50)
Diplomas
Elfogado 30 (50) 20 (0)
Elutasito 20 (0) 30 (50)

A példék utan a A, tipusi marginalis loglineris paraméterekre visszatérve: belathato, hogy
ha V legalabb harom valtozot tartalmaz, akkor a Glonek és McCollugh-féle marginalis loglinearis
paraméterekbdl (mint amilyenek a (10)-ben latott paraméterek) eldallitott ZP paraméterei sem

fliggetlenek varidciosan. Kérdés, milyen kritérium alapjan é&llapithatd meg egy ZP
paraméterezésrol, hogy varidciosan fliggetlen-e. Bergsma ¢s Rudas (2002) fontos tétele szerint a
paraméterezés bizonyos kombinatorikus tulajdonsdgainak teljesiilésekor fenndll a paraméterezés
komponenseinek variacios fiiggetlensége. Ehhez el6bb definidlnunk kell a P rendezett par-halmaz
két tulajdonsagat, a hierarchikussagot (hierarchy) ¢és a rendezett moddon valo
dekomponalhatdsagot (ordered decomposability).

Legyen P az (L, M), L C M C V rendezett parok halmaza. Legyen
M={M|3LcV:(L,M)e P}

a paraméterezéshez tartozd marginalisok halmaza. A marginalisok egy adott M}, ..., My, M;e M
rendezéséhez legyen

L, ={L|(L,M,)e P}
az 1. marginalishoz tartoz6 hatasok halmaza, és legyen
K, =P(M,),
K, =P(M)\(P(M,)J.-JP(M,,)),
ahol P(.) szokott médon a hatvdnyhalmazt jeloli.

10. definici6 A P halmazt hierarchikusnak nevezziik, ha az M elemeinek van olyan M, ..., M;
rendezése, ahol

M, g M, ha i>j (11)
és

L cK.. (12)

I — 1
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Azaz a sorrend nem lehet novekvo (11), és minden hatast a lehetd legkorabbi marginalis mellett
kell szerepeltetni (12). Ilyenkor az M rendezését is hierarchikus rendezésnek, és magat a
paraméterezést is hierarchikus marginalis loglinearis paraméterezésnek nevezziik.

A (9) és (10) paraméterezések hierarchikusak. Ezzel szemben az alabbi teljes paraméterezés
nem hierarchikus:

B =20 20 20 ).

mert a (11) eléréséhez M ({4}, {AB}) sorrendi lehet csak, ekkor Li={Q}, L,={{4}, {B}, {4B}},
Ki={0,{4}}, K.={{B}, {4B}}. Viszont igy L, < K,. A problémat az okozza, hogy az 4 hatas
nem a lehetd legkorabbi marginalis (4) mellett szerepel.

A P halmaz masik fontos tulajdonséga a rendezett médon valé dekomponalhatdsag:

11. definici6 Marginalisok M halmazanak egy M, ..., M; hierarchikus rendezését rendezett
modon dekomponalhatonak nevezziik, ha M-nek legfeljebb két eleme van, vagy ha minden =3,
o, s-te az { My, ..., My } r szamii maximélis elemére' vagy <2, vagy az eredeti rendezést tartd
M, ..., M, olyan, hogy minden /=3, ..., r-re van olyan j;</, hogy:

( :iMi)anzMj,nMw

vagyis a rendezés olyan, hogy minden tagjanak az Osszes kordbbival valdo metszete benne van
valamelyik korébbi tagban. A P halmazt akkor nevezziik rendezett moédon dekomponalhatonak,
ha a hozza tartozd6 M elemeinek van olyan rendezése, ami hierarchikus és rendezett modon
dekomponalhatd. Ilyenkor magdt a paraméterezést is rendezett moédon dekomponalhatonak
nevezzik.

Fontos, hogy a tulajdonsag az M egy rendezéséhez kothetd: eléfordul, hogy van olyan
rendezés, ami megfelel a definicionak, €s van olyan is, ami nem, de a tulajdonsadg meglétéhez
elegend6 egyetlen megfeleld rendezést talalni.

Trivialis, hogy P rendezett médon dekomponalhat6, ha az M egyeleml. Ilyen a hagyomanyos
loglineéris rendezés, ahol M={ V' }. A (9)-es paraméterezéshez tartoz6 P is rendezett médon
dekomponalhatdé. Marginalisai V;, V;V, V;V,V;, a keresett rendezésnek ezt a sorrendet kell
tartania ahhoz, hogy (11) teljesiiljon. A rendezés, mint lattuk, hierarchikus. Az elsd 3 tagjanak
maximalis elemei kozé egyetlen halmaz, V;V,V; tartozik, igy a rendezett dekomponélhatdsag
trivialis modon teljesiil.

Ezzel szemben a (10)-es paraméterezés nem rendelkezik a tulajdonsaggal. Akéarhogyan
rendezzik is az M = { Q, V;, V3, ViV, Vo, VoVs ViVa ViVoV; } halmaz elemeit, sosem
teljesiilnek a feltételek. Pl. a Q, Vy, Vs, V V3, Vo, VaVs, ViVa, ViV3Vs rendezés mellett az elsé hét
tag maximalis elemeit, V;Vs V.V ViVt véve, V;V; U V,V; és V;V, metszete, V;V, nem
részhalmaza sem V;V;-nak sem V,V;-nek. Altalaban is igaz, hogy a Glonek-McCollugh-féle
paraméterezés, amilyen a (10)-es is, nem dekomponalhaté rendezett modon. Még altalanosabban:

4 Egy halmaz maximalis elemeinek nevezziik azokat az elemeket, amikhez nincsen ket tartalmazé halmazbeli elem.
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konnyen belathato, hogy ha M=P(}) és legalabb harom eleme van, akkor P nem dekomponalhato
rendezett modon.

Most mar megadhatd a paraméterezésre olyan sziikséges ¢és elégséges feltétel, ami
komponenseinek variacios fliggetlenségét biztositja:

2.tétel  Egy hierarchikus ¢és teljes P halmazhoz tartozo ZP paraméterezés komponensei akkor
¢és csak akkor fiiggetlenek variacidsan, ha a P rendezett médon dekompondlhato.

A tétel segitségével tehdt konnyen eldonthetd bizonyos paraméterezésekrdl, hogy
komponensei variaciosan fiiggetlenek-e. Ha igen, akkor a paraméterek értékei barhogyan
eldirhatok, interpretacidjuk is egyszerii. Felhasznalhato tovabba a tétel megfelelé paraméterezés
eldallitasara is. Tekintsiik pl. ismét a tarsadalmi statusz harom indikatoraval (7; iskolazottsag, V>
foglalkozasi statusz, V3 jovedelem) kapcsolatos példankat. Tegyiik fel, hogy csak a jovedelmet
meghataroz6 marginalis kapcsolatok, azaz a V;V; ill. V,V; marginalisok érdekelnek minket,
ezekkel a paraméterekkel:

A8 a8 18 (618 €16
ﬂ% ’2% ’ 1%’2% ? WVt

Ez egy hierarchikus paraméterhalmaz, de nem teljes. Teljess¢ tehetd a V;V,V; marginalis
megjelentetésével, €és az 0sszes eddig még nem szerepelt hatadshalmaznak a lehetd legkorabbi
helyen torténd bevonasaval:

|4 |14 |4 n; VL V; W, A% A%
263’ﬂﬁ3’2ﬁ3’ && Aés’ﬂﬁé’ﬂﬁws’ﬂﬁwé'
Mivel az igy eldallitott P rendezett médon dekomponalhaté is, a tétel biztositja, hogy a megfeleld

A, paraméterezés komponensei varidciosan fliggetlenek. Ez a konstrukcio teljessé tétellel

altalaban is mikodik: barmely hierarchikus, de nem teljes paraméterezés teljessé tehetd a
halmaznak az M marginalisok k6z¢é vonasaval, és a hidnyz6 hatdsoknak a sorban lehetd
legkorabbi szerepeltetésével.

Hasznalhato tovabba a tétel varidcidosan nem fliggetlen paraméterezés ,kijavitasara” is. A (10)

-es paraméterezés, mint lattuk, rendezett médon nem dekomponalhatd. Azonban ha a problémat
':‘Zzy * -re cseréljiik, a kapott

< i Vs N £ £18 Vi, Vi,
Ag s At s s Ayl s At s Ay s A A

nrs 2 s 2T, 2N

J4 |44 r
okozd 4’ paramétert a

paraméterezés teljes, hierarchikus, és rendezett modon dekomponalhatd, tehat a hozza tartozo A,
variacidsan fliggetlen.

A problémat okoz6é paraméterek kicserélgetése barmikor elvégezhetd. Ez persze nem jelenti
azt, hogy ha ezek a kutatd szamara koncepcionalisan fontos paraméterek, akkor nem hagyhatok
valtozatlanul, de a tétel ilyen esetben is segitségiinkre van azzal, hogy a variacios fliggdség
bizonyitasaval figyelmeztet minket a paraméterek interpretacios korlataira.
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2.3.2 A modellek létezése

Mint mar emlitettem, a varidcios fiiggetlenséggel kapcsolatba hozhaté masik 1ényeges kérdés
a modellnek megfeleld eloszlas 1étezése. Altalanos esetben ugyanis a paraméterek eldirt értékei
ellentmondhatnak egymasnak. Fontos probléma tehat, hogy milyen altalanos feltételek mellett
l1étezik a paraméterekre tett megszoritdsoknak megfeleld tabla.

6. példa Az ecloszlas létezésének és a variacios fliggetlenségnek a kapcsolatira Rudas és
Bergsma (2004) mutat egy egyszert példat: tekintsiik az 4, B és C binaris valtozokat, és az alabbi
paraméterértékeket:

22 =log8, A4(1)=0, 2% (1)=0, A< (1)=0, ljf(l,l):%logé,

11 1
246 (11) = log o, A5¢ (1,1) =~ Tog9.

Mind a hét érték a marginalis loglinedris paraméterek értékkészletébe esik, hiszen értékkészletiik
a (-00,700) intervallum. Tehat a paraméterekhez kiilon-kiilon 1étezik megfeleld eloszlas. Ha a hét
paraméter variacidosan fiiggetlen lenne, létezne ezeknek a paraméterértékeknek egylittesen
megfeleld eloszlas is. Belathatd ugyanakkor, hogy ilyen eloszlas nincs. A masodik, harmadik ¢és
negyedik paraméterérték szerint ugyanis a valtozok margindlis eloszlédsa egyenletes. Az elsd
eloszlasa egyenletes, ez azt jelenti, hogy 16 megfigyelésiink van. Vagyis az 4, B és C marginalis
eloszlasa egyarant (8, 8). Az utols6 harom paraméter alapjan az AB és AC marginalis tablakban
1/9 az esélyhanyados értéke, mig a BC tablaban 9. Mivel a kétvaltozds marginalis kereszttablak
margindlisai és esélyhanyadosai is ismertek, a tablak egyértelmiien meghatarozottak. Azonban
nem kompatibilisek: egyszerli szdmoldssal adodik, hogy a hirom kétdimenzids tablabol nem
rakhatd Ossze haromdimenzids tabla. Tehat a megadott paraméterek nemlétezd eloszlast (vagy
mas szoval iires modellt) definidlnak. Elmondhatjuk, hogy a paraméterek nem fiiggetlenek
varidcidsan: a megadott értékek egyiittese nem esik a paraméterezés értékkészletébe, tehat az nem
all el egyszerlien az egyes paraméterek értékkészletének Descartes-szorzataként.

A példaban latott Gsszefliggés a paraméterek varidcios fiiggetlensége és az altaluk definialt
marginalis loglinearis modellnek megfeleld eloszlas 1étezése kozott altalanosan is teljesiil:

3.tétel A varidciosan fiiggetlen paraméterekkel definialt marginalis log-affin modellek nem
tiresek.

Lattuk, hogy a variacios fliggetlenség hierarchikus és teljes P esetén a rendezett mddon valod
dekomponalhatosaggal érhetd el, sot a teljesség nem is feltétleniil kell, hiszen hierarchikus és
rendezett modon dekomponalhatd, nem teljes paraméterezés a kordbban mar emlitett modon
konnyen teljess¢ tehetd. Tehat a tételt kimondhatnank rendezett modon dekomponalhatod

hierarchikus P-hez tartozo A, -re is.

A marginalis loglinearis modellekre nézve egyszerlibb feltétel is eldirhatdé a modellnek
megfeleld eloszlas 1étezésére:

4.tétel  Ha az lires halmaz legfeljebb egy marginalis mellett szerepel hatasként a P-ben, akkor
a P-nek megfeleld paraméterekkel definialt marginalis loglinearis modell nemiires.
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A tétel bizonyitdsakor az hasznaland6é ki, hogy egyenletes eloszlas esetén minden, az iires
halmaznal nagyobb hatast tartalmazod paraméter értéke 0, tehat ezeknek a paramétereknek
barmely linearis kombinéciodja 0.

A disszertacioban marginalis loglinearis modellekkel azonosithatdo grafikus modellekkel
foglalkozom, a fenti tétel tehat ezeknek a modelleknek altalanossdgban is biztositja a
nemiiresseget.

2.3.3 Simasag

A paraméterek simasaga (smoothness) esetén a cellagyakorisigok és a paraméterértékek
kozotti leképezés ,,szEép leképezés”. Az elnevezés onnan ered, hogy bizonyos értelemben a
figgvény képe ilyenkor valoban sima, egyenletes, kiszogellések és mélyedések nélkiili. A
paraméterek interpretacidja szempontjabol a simasag lényeges tulajdonsag, a modell simasaga
pedig az aszimptotikus eloszlasok teljesiiléséhez sziikséges (pl. hogy a maximum likelihood
becslés elég nagy minta esetén normalis eloszlassal, a valdsziniiségi hanyados tesztstatisztika khi-
négyzet eloszlassal kozelithetd). Nem sima modellre ezek nem mindig teljesiilnek (Drton, 2008).
A disszertacio targyat képezd feltételes fliggetlenségi modellek nem feltétleniil simak (erre a
kovetkezokben mutatok példat), ezért Iényeges kérdés a simasagot garantald feltételek 1étezése.

Precizen a simasag definicidja a kovetkezd:

12. definicié Legyen B cR* nyilt halmaz. Ekkor a #: F—B paramétert F t-dimenzids
(1 <t< k) sima paraméterezésének nevezziik, ha az alabbi harom tulajdonsaggal rendelkezik:

R1: 6 B-re képezé homeomorfizmus'’
R2: § kétszeresen folytonosan differencialhato
R3: 6§ elsérendi parcialis derivaltjaihoz tartoz6 matrix teljes rangt, rangja ¢.

A 0 paramétert sima paraméternek nevezziik, ha R2 és R3 teljesil. A G < F modellt sima

modellnek nevezziik, ha van a G és egy B < R* kozott értelmezett sima paraméterezése. Az R3 a
paramétertér lokalis dimenzidjanak konstans voltat allitja, ez a konstans az R3-ban szerepld ¢,
amit a modell dimenzidjanak is szokds nevezni. A ¢ értéke a modell illeszkedéstesztje
szempontjabol fontos kérdés, ugyanis a modell dimenzidjanak ismerete sziikséges a
valoszintiséghanyados-proba szabadsagfokanak megallapitasdhoz.

Margindlis loglinearis paraméterek esetén a paraméterezés simasagara létezik elégséges
feltétel:

5.tétel  Hierarchikus és teljes P halmazhoz tartozo A, paraméterezés sima paraméterezése F-
nek.

A tétellel kaphatod /ip sima paraméterezés komponenseinek affin kombinacidja sima

paraméterezése a megfeleld marginalis log-affin modellnek, vagyis a modell ilyenkor sima, és
dimenzioja is kdzvetleniil adodik:

Homeomorfizmus: olyan kdlcsondsen egyértelmii leképezés, ami folytonos, €s az inverze is folytonos.
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6. tétel A hierarchikus és teljes P halmazhoz tartozd A, paraméterezésre épiild nemiires

marginalis log-affin modell sima modell, dimenzidja az 6t definialdé lineédrisan fliggetlen
megkotések szama.

Az 3. tételbdl tudjuk, hogy variacidsan fiiggetlen paraméterekkel nemiires modellt kapunk,
hierarchikus és teljes P mellett pedig a varidciosan fliggetlenség eléréséhez a 2. tétel szerint
rendezett moédon valdé dekomponalhatosag kell. Vagyis ha a tétel hierarchikus ¢és teljes P-je
rendezett médon dekomponaélhat6 is, akkor a marginalis log-affin modell 1étezése is és simasaga
is garantalt.

A teljesség a fenti két tételben megint elhagyhatd, ahogyan a 2. tételnél is lattuk, vagyis
barmely hierarchikus P-hez létezik a P kibdvitésével kapott sima paraméterezés. A
hierarchikussag viszont nem hagyhat6 el, ennek illusztraldsara hasznéaljuk fel Dawid (1980)
ismert péld4jat.

7.példa Definialjuk a G modellt a kovetkezd két allitassal:
ALl B, AL B|C.

Ez a modell az 1. tétel szerint pl. a kovetkezd paramétermegkotésekkel adhatdo meg:
22 (1,1) = 245 (1,1) = 222 (1,1,1) = 0. (13)

Ezek a paraméterek nem hierarchikus paraméterezést adnak, hiszen az 4B hatas két kiilonb6z6
marginalis mellett is szerepel. Azt viszont nem tudjuk, hogy sima-e a paraméterezés, mert
tételiinkben a hierarchikussag elégséges, de nem sziikséges feltétele a simasadgnak. Dawid lehet
segitségiinkre, aki bebizonyitotta, hogy a modell a kovetkezokkel ekvivalens:

A L BC vagy B 1 AC vagy mindketto. (14)

Eszerint a modell két kiilonb6zd, egymast metszé modell unidjaként all elé. Vannak pozitiv
eloszlasok, amelyek az elsé modellhez hozzatartoznak, de a masodikhoz nem, és forditva. Ezért a
modell nem lehet nyilt halmaznak sima leképezésnél vett Ose (a precizebb indoklasra alabb, az
algebrai statisztikai megkdzelités targyaldsanal visszatérek). Vagyis a modellnek nem Ilétezik
sima paraméterezése. Tehat a nem hierarchikus, (13)-beli paraméterek nem szerepelhetnek sima
paraméterezésben.

Zarojelben: a példa annak illusztralasara is kivalo, hogy ugyanannak a modellnek a marginalis
loglinedris paraméterekkel torténd felparaméterezésének egyszertisége/bonyolultsdga erésen fiigg
a marginalisok megvalasztasatol. Itt ha az AB, ABC marginalisok helyett csak az ABC
margindlist hasznalnak, a modell (14) alapjan, az 1. tétel szerint a kovetkezd paraméter-
megszoritadsokkal lenne megadhato:

Age (L) =235 (L1) =0 és ;0 (L1)* 2,0 (1,1,1) =0,
ami nem lineéris megkotés.

A példa altalanosithato is:
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7.tétel  Ha ugyanaz a hatas két kiilonbozé marginalis mellett is szerepel a paraméterezésben,

akkor 4, nem sima.

A tétel segitségével példat mutathatunk arra (a definiciokbol sejthetd) allitasra, hogy sima
modellnek létezhet sima és nem sima paraméterezése is. Az

A1l B, A1 BC
modell ugyanis az 1. tétel szerint az alabbi megkdtésekkel definialhato:
Ay =245 =Adge =0,

A 7. tétel szerint ez nem sima paraméterezés. Ugyanakkor mivel a masodik feltételes
fliggetlenségbdl kovetkezik az elsd, a paramétermegkdtések koziil az elsé redundans, éppen az,
ami a nem-simasagot okozta. Ezt elhagyva a maradék két paraméter egyszeriien egészithetd ki
hierarchikus és teljes, tehat sima paraméterezésseé.

Maskor nem ilyen konnyli a sima paraméterezésre valo attérés. Vegylik a kovetkezd két
feltételes fliggetlenséget:

EF 1 AC|B, FG L AB|C. (15)

Az FA hatasnak az 1. tétel szerinti paraméterezésben két kiilonbozé marginalis mellett kellene
szerepelnie, azaz az igy add6do paraméterezés nem lenne sima. Ugyanakkor a két feltételes
fliggetlenség az 3. fejezet Feltételes fiiggetlenség c. alfejezetében talalhatd (21)-es feltételes
fliggetlenségi ekvivalencia segitségével ,,kisebb”, problémamentes allitdsokra bonthato. Az elsé
allitas felbontésa:

EFJ_AC|B<—>(FJ_AC|B) és (EJ_AC|BF),
mig a masodiké:

FG 1L AB|C <> (G LAB|CF) és (F L AB|C).
A problematikus F4 hatds most mar ugyanazon marginalis mellett szerepel a két esetben, és
valoban, a négy kisebb feltételes fliggetlenséghez az 1. tétellel generalt paraméterek konnyen

egészithetok ki hierarchikus és teljes paraméterezéssé, hiszen a sziikséges marginalisok (4BCF,
ABCFE, ABCFG, ABCFGE) sorrendje hierarchikus.

A (C1)-(C4) levezetési szabalyok segitségével az is belathatd, hogy a modellbdl levezethetd
az

FL1A|CB, FLA|C

modell, ami a 30. oldalon szerepld Dawid-féle 7. példa egy alesete, tehat nem sima modell. Mint
lattuk ugyanakkor, e modell 4&ltal tartalmazott sziikebb (15)-6s modellnek van sima
paraméterezése, vagyis a szitkebb modell sima. Tehat egy modell lehet sima akkor is, ha nem
sima modell almodellje. Es megforditva is: nem sima modell tartalmazé modellje is lehet sima,
erre trividlis példa az, hogy a Dawid-féle nem sima modellt eredetileg definialo, (15)-ben
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talalhato két feltételes fliggetlenség altal kiilon-kiilon meghatarozott modellek simak. Tehat
nincsen a tartalmazasra visszavezethetd olyan relacio, ami segitene eldonteni a simasagot.

A 7. tétel tehat segitséglinkre lehet paraméterezések nem-simasaganak bizonyitdsara. Az 5.
tétel elégséges feltételt adva alkalmas egy elég altaldnos osztalyhoz tartozd paraméterezés
simasaganak bizonyitasara, de sziikséges ¢és elégséges feltétel a paraméterezés simasagara nem
ismert. Ezért a simasag cafolata a 7. tétel alesetein kiviil jelenlegi ismereteink szerint csak
konkrét esetekben (adott modell mellett, a valtozok kategdriaszamanak rogzitésével) végezhetd
el, pl. a Dawid péld4jaban latott mdédon, expliciten megadva az unidként eléallithatd modell
komponenseit. Ennek kivitelezése algebrai statisztikai eszkozokkel torténik. Az algebrai
statisztika 1) és érdekes megkozelités (pl. Drton, Sullivant, 2007), a statisztikai modelleket
algebrai szemszogbOl vizsgalja, a modell statisztikai tulajdonsagait algebrai, topologia,
geometriai tulajdonsagokra visszavezetve. Jelen problémank esetében az algebrai megkozelités
azért meriil fel, mert kategoridlis valtozok feltételes fliggetlensége az egylittes eloszlashoz tartozé
valoszintiségekre tett polinomialis megkotésekhez vezet, ezeknek a 0-val vald egyenldségét
eléirva (Pachter, Sturmfels, 2005, Stillman, 2005). Pl. belathatd, hogy X LY |Z esetén a

cellavaloszintségekre a 3. definicioban felirt 0sszefliggés ekvivalens az alabbi egyenldséggel:

P(X=xY=y,Z=z)=P(X=x,Z=z)P(Y=y,Z=z)/ P(Z=2),
vagyis az alabbi polinom 0-val valé egyenldségével:

P(X:x,Y:y,Z:z)P(Z :z)—P(X=x,Z :z)P(Y:y,Z :z)=0.

Egy feltételes filiggetlenségi modell ennek megfeleléen polinomok egy idedljaval'
azonosithatd. A polinomidealok véges sok primér ideal'’ (primary ideal) metszeteként allithatok
eld, egy ilyen primér felbontas (primary decomposition) l1étezése esetén a fiiggetlenségi modell
bizonyos polinomialis megkotések uniojaként all el6. A 30. oldalon szereplé Dawid-féle 7. példa
modelljérdl is belathatdo ezen a modon, hogy a megfeleld ideal két primér idedlra bonthato, azaz
két polinomhalmaz 0-val val6 egyenldségének vagylagosan valo teljesiilésével definialhato, tehat
eléallithato két modell unidjaként. Az algebrai megkozelitést geometriaira valtva elmondhatjuk,
hogy a modellbe tartozd eloszlasok halmaza tehat két komponens unidjaként all eld, és a két
komponens metszetében levé pontok nem reguléris tulajdonsagai miatt az uni6é nem lehet sima.

A primér felbontds megtalalasara egyszeriibb modellek esetén léteznek szabadon letolthetd
algebrai szoftverek, pl. a SINGULAR'® szoftver Markov.lib nevii kényvtara'® hasznalhaté erre a
célra.

16 Az ideél algebrai fogalom. A feltételes fiiggetlenségi modellbe tartozo, az F egy alterét alkotd eloszlasokon 0
értéket felvevd polinomok idealt alkotnak, ami annyit tesz, hogy (1) barmely két, az idealhoz tartozé polinom
kiilénbsége is az idedlban van, illetve (2) az idealba tartoz6 polinomok tetszéleges polinommal valé szorzata is az
idealban van.

'7 Egy polinomideal primér ideal, ha minden a, b polinomra, amikor az ab szorzat az idealban van, akkor vagy a,
vagy b-nek dnmagaval véges szamszor vett szorzata (véges hatvanya) is az idedlban van.

' http://www.singular.uni-kl.de/

' Luis Garcia irta: http://www.shsu.edu/"1dg005/software.html
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2.3.4 A becslések standard aszimptotikus tulajdonsdagai

A paraméterezés itt utolsoként felsorolt eldonyos tulajdonsaga a standard nagymintas elmélet
alkalmazhatosaga. A valdszinliségek maximum likelihood becslésének és a valdszinliség-
hanyados tesztstatisztikanak aszimptotikus (elég nagy minta esetén varhat6) viselkedése tartozik
ide.

Ahogy a tobbi tulajdonsagok, tigy ez a tulajdonsag sem teljesiil altalanos esetben a marginalis
loglineéris modellekre. A 30. oldalon szerepld, sokat idézett 7. példa modellje, mint lattuk, nem
volt sima, két modell unidjaként allt eld. A két modell metszetében levé elméleti eloszlasok
esetén akdrmilyen nagy mintat vesziink is, a likelihoodnak pozitiv valdszinliséggel a modell
mindkét komponensében lokéalis maximuma van. A valoszinliséghanyados statisztika pedig
aszimptotikusan nem khi-négyzet eloszlast, hanem két khi-négyzet eloszlas minimumaként all
eld. Figyelmeztetd, hogy ezek szerint olyan egyszeri modellek sem kezelhetdk feltétlentil jol,
mint amilyen ez is (AL B, ALB|C - pl. ,az egyetemi felvételi sikeressége fiiggetlen a

felvételizd nemétdl, 6sszességében és szakonként is™).

Megfeleléen megvalasztott marginalis loglinearis paraméterekre ugyanakkor teljesiilnek a
standard aszimptotikus tulajdonsagok.

8.tétel  Tegyiik fel, hogy egy nemiires log-affin marginalis modell sima paraméterezéssel van
megadva. Ekkor akér Poisson, akar multinomialis eloszlas® esetén

a) A mintanagysag végtelenhez tartisaval’' 1-hez tart annak a valésziniisége is, hogy a 7z
cellavaloszintiség-vektor maximum likelihood becslése, 7 1étezik, és hogy eldall a likelihood
egyenlet stacionarius pontjaként®.

b) Ha N a mintanagysag, akkor a N'’ (7%—%) aszimptotikusan normalis eloszlasu, 0 varhatd
értékkel.
¢) A valdszinliség-hanyados statisztika aszimptotikusan khi-négyzet eloszlast, szabadsagfoka

pedig a modell dimenzidjaval, tehdt a modellt definidld linearisan fliggetlen megkdtések
szamaval egyezik meg.

2 Ppoisson eloszlas feltételezése esetén egy adott cella gyakorisiga fiiggetlen a tobbi cellik gyakorisagatol, a
cellagyakorisdgok és azok Osszege is Poisson eloszlast kdvet. Ebbél kovetkezden ilyenkor az dsszgyakorisag nem
rogzitett. Multinomialis eloszlas esetén az Osszgyakorisag rogzitett, igy a cellagyakorisagok nem fiiggetlenek. Az
el6bbi fbleg biostatisztikai és biztositasi matematikai alkalmazasokban fordul elé (pl. adott id6é-intervallumban
megjelend 1 betegek vizsgalata egy populacidban, ahol a rizikéfaktorok adjak a valtozokat, vagy adott
id6éintervallum baleseti statisztikdja, ahol a valtozok a baleset tipusai és a megel6z6 intézkedések fajtai lehetnek).
Multinomialis eloszlast tételezhetiink fel a rdgzitett mintanagysagot célzé tarsadalomtudomanyi felmérések tobbsége
esetében.

21 A mintanagysag novelése ugy értend, hogy a kontingenciatibla egy adott (Poisson vagy multinomiélis)
eloszlasbdl szarmazik, ennek egy megvalosulasat (tehat magat a tablat) tekintjiik egy mintaelemnek, és ebbdl az
eloszlasbol vesziink tobbet, N-et (ekkor N darab tablank van), majd ezt az N-t noveljiik.

22 Ez a kovetkezd feltételes szélsGérték-keresési probléma megoldasaban jatszik szerepet. A likelihood-egyenlet,
pontosabban a Lagrange-féle likelihood-egyenlet valosértékii tobbvaltozos fiiggvény, a cellavaloszintiségek vektoran
és az un. Lagrange multiplikatoron, mint rendezett paron van értelmezve. A Lagrange-multiplikator szereplésének
oka, hogy segitségével az egyenlet maximumhelye a modellt definidld megszoritasok mellett kereshetd meg. Az
egyenlet staciondrius pontjai pedig azok az értelmezési tartomanybeli pontok, ahol a gradiens (a parcidlis derivaltak
vektora) 0-t vesz fel, vagyis ezek az egyenlet potencialis lokalis szélséérték-helyei.
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Annak, hogy a maximum likelihood becslés a likelihood egyenlet stacionarius pontja, a
becslés gyakorlati megvaldsitasaban van szerepe. Ilyenkor megfelel algoritmusok léteznek a
maximum megkeresésére. A modell illeszkedése tehat (a harmadik allitas szerint) valosziniiség-
hanyados probaval tesztelhetd, a modellnek megfeleld6 maximum likelihood-becslés (az elsd
allitas szerint) egyértelmiien 1étezik és eldallithato, tovabba a becslés (a masodik allitas alapjan)
torzitatlan és konfidencia-intervallum konstruéléasa is lehetséges hozza.

A 2. tétel, 3. tétel, 4. tétel és 6. tétel felhasznalasaval az a)-c) tulajdonsagok teljesiiléséhez
elegendd, ha a modellt definidlo marginalis loglinearis paraméterek hierarchikus és teljes P-hez
tartozik. Egyéb esetekben a tulajdonsagok teljesiilése nem garantalt.
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3 GRAFIKUS MODELLEK

3.1 Hattér

A grafikus modellek hasznalata ma az alkalmazott statisztika szamtalan teriiletén —
statisztikus fizika, genetika, mesterséges intelligencia — elterjedt. Az elmélet torténetileg is tobb
szaktudomanyhoz kapcsolhato: harom, egymastol fiiggetlen szerz6 munkaira vezethetd vissza. S.
Wright a genetika, W. Gibbs a fizika, mig A. A. Markov a valdszinliség-szamitas teriiletén
vezette be a grafikus modell fogalmat (Wermuth 2005). Wright a mai szocioldgiaban elerjedt
szOhasznalattal utelemzésnek nevezte azt a modszert, amikor iranyitott grafot hasznalt bizonyos
genetikai jellemzok kialakulasanak megjelenitésére. Gibbs fizikai rendszerek energiajanak
meghatarozasakor a rendszert alkotd részek (pl. gazatomok) szomszédsagi relacioit hasznalta fel.
A grafikus modellek alapfogalmat, a feltételes fiiggetlenséget Markov komplex struktarak
egyszerlibb fliggdségi lancokkal torténd leirasara hasznalta. Az 1970-es években indult meg a
grafikus modellek elméletének kidolgozasa, iranyitatlan (csak szimmetrikus relaciokat
megengedd) grafok, illetve irdnyitott (csak aszimmetrikus relaciokat megengedd) kormentes
grafok vizsgalatdval. Napjainkban az irdnyitatlan grafoknak példaul térstatisztikai és
képfeldolgozési felhasznalasai ismertek. Az iranyitott kormentes grafok, melyek Bayes-féle
halézatokként (Bayesian networks) is ismertek, elsésorban ok-okozati viszonyok feltarasaval
kapcsolatos kutatdsokban keriilnek elé gyakran (pl. Spirtes et al., 1993), és a mesterséges
intelligenciakutatas szakért6i rendszerekkel (expert systems) foglalkoz6 aga alkalmazza dket (pl.
Lauritzen, Spiegelharter, 1988, Pearl, 1988). A tipikus kérdésfeltevések kozé tartozik, hogy
hogyan konstrualhatdo hatékony algoritmus (un. tanuld algoritmus) egy adott eloszlashoz
illeszked6 graf konstrudlasara (pl. Spirtes et al., 1993).

Az utdbbi évtizedben az elméletet a mindkét relaciofajtat megengedd lancgraf modellekre is
altalanositottak. A lancgrafok létrehozasanak gyakorlati motivacidja az volt, hogy gyakori az
olyan alkalmazési kontextus, amikor bizonyos valtozocsoportok kozott aszimmetrikus kapcsolat
van, mig a valtozocsoportokon belill szimmetrikusak a reldcidk. A valtozdcsoportokat pl.
longitudinalis vizsgalat idépont szerint rendezett valtozohalmazai, vagy keresztmetszeti vizsgalat
ok-okozati sorba rendezheté magyarazo, kozbejovo és kimeneti valtozohalmazai alkothatjak. A
lancgrafok leirasa még nem véglegesedett, tobb kutatd foglalkozik veliik parhuzamosan, gyakran
mas-mas megkozelitésekben (Whittaker, 1990, Frydenberg, 1990a, Andersson, Madigan,
Perlman, 2001, Richardson, 2003, Cox, Wermuth, 1996, Wermuth, Cox, 2004, Wermuth, 2005,
Drton, 2008).

A grafikus modellek matematikai leirasara térve: a modellek a valtozokat grafpontokként
jelenitik meg, a koztik levd irdny nélkiili/irannyal rendelkezd kapcsolatot élekkel/nyilakkal
reprezentalva. (Az irannyal rendelkezd kapcsolat nem feltétleniil jelent ok-okozati viszonyt, lasd
a 6.1.1. fejezetet.) Két pont kozott az él/nyil hidnya feltételes fliggetlenségi allitdsoknak
feleltethetd meg. A grafikus modellek elénye, hogy konnyen vizualizalhato és jol interpretalhato
modon jelenitenek meg komplex rendszereket, illetve, hogy modulérisak, vagyis e komplex
rendszereket egyszeriibb részek 0sszekapcsolasaval épitik fel.

Példakeént tekintsiik az alkalmazasok kozott, a 7.1. fejezetben is szerepld irdnyitott kormentes
grafot, ami a statuszelérés egy klasszikus modelljét abrazolja.
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E F

1. abra. Egy graf-modell (I: iskolazottsag, F: foglalkozas, I’: apa iskolazottsaga, F’: apa foglalkozasa)

A szerepld valtozok a korabbi fejezetekben mar sokszor szerepelt statusz-indikatorok. A modell
az Apa iskolazottsagaval, mint hattérvaltozoval ,,indul”, a Foglalkozassal, mint fliggd valtozoval
,vegzodik”, és két kdzbejovo valtozot tartalmaz, amelyek potencidlisan a kordbbiaktol fliggenek,
0k maguk pedig a késébbiek lehetséges magyarazd valtozoi. A rendszer modularitasa jol 1athato:
az Apa foglalkozaséval, a Foglalkozassal ¢és az Iskolazottsaggal, mint fiiggd valtozoval
meghatarozott modulokat hdrom kiilon regressziés modellként foghatjuk fel.

Masik tarsadalomtudomdényi alkalmazasként emlithetjiik a 1.1., Motivacid c. fejezetben latott
grafot, melyet Cox és Wermuth (2001) allitott fel az allami intervencidkkal kapcsolatos attitiid
kialakulasat modellezve. A modell az attitid meghatarozodasat jeleniti meg az objektiv
tarsadalmi-demografiai tényezdk csoportjatol kiindulva az azoktol fiiggd szubjektiv és objektiv
tarsadalmi statusz-indikéatorok csoportjan at. A lancgraf lehetdvé teszi, hogy az emlitett csoportok
kozott irdnnyal rendelkezd, a csoportokon beliil irany nélkiili kapcsolatokat tételezziink fel. Ez a
megkozelités mélyebb betekintést enged ebbe a folyamatba annél, mint ha csak a szokott moédon
tobbszords regressziot alkalmaznank az attitliddel, mint fiiggd valtozoval, és az Osszes tobbi
valtozot azonos szintli magyaraz6 valtozoként kezelve.

3.2 Grafelméleti definicidk és jelolések

Mivel a kovetkezokben grafokkal reprezentalhatd modelleket fogok vizsgalni, sziikséges lesz
néhany grafelméleti fogalom és jelolés bevezetése.

Grafnak nevezzikk a G =(V,E) rendezett part, ahol V a graf csucsainak véges halmaza, az E

¢lek pedig a V' xV kiilonboz6 elemekbdl allo rendezett parok részhalmazat adjak. Ebbdl
kovetkezden az itt targyalt grafok egyszerliek, tehat nincs tobbszords éliik €s nincsenek adott
csucsbol adott csticsba visszakanyarodo hurkaik.

Ha egy («, ) € E esetén (f,«) is eleme E-nek, akkor az élt iranyitatlan él-nek vagy vonal-

nak (/ine) nevezzik, ellenkez6 esetben iranyitott élr6l vagy nyilrol beszélink. A grafok
megjelenitésekor a csucsokat pontokkal, az iranyitatlan éleket vonalakkal, mig az (a,f)

iranyitott éleket a—bdl f—ba mutatd nyilakkal jeldljiik majd.

G’ a G részgrafja, ha G-bdl élek és pontok elhagyasaval kapjuk, az egyetlen feltétel, hogy ha
elhagyunk egy pontot, akkor természetesen elhagyjuk az Osszes beldle induld élt is. Teljes
részgrafnak nevezziik a G -t, ha barmely két csticsa kozott fut él.

a—bol f-ba mutatd nyil esetén o—t a f sziildjének, -t az a gyerekének nevezziik. f sziileinek
halmazat pa(f) jeloli (parents), o gyerckeinek (children) halmazat ch(a). Ha a és B kozott
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vonal van, akkor 0k szomszédok (neighbours). a szomszédjainak halmazat ne(a)—vel jeldljiik.
Ha sem vonal sem nyil nincs kozottiik, akkor nem-szomszédok (non-adjacent).

Ha nem csucsrdl, hanem csucsok egy A — V' részhalmazarol beszéliink, akkor az A sziilo-,
gyerek- és szomszéd-halmazaiba maga A4 sosincs beleértve:

pa(A) = UaeA pa(a)\ A,
ch(A) = UaeA ch (a)\ A,
ne(A) = UaeA ne(a)\ A.

Csucsok egy A részhalmazanak hatdra (boundary) az a bd (A) halmaz, amihez 4 sziilei vagy

szomszédjai tartoznak:
bd (A) = pa (A) v, ne(A).
Az A csticshalmaz lezartja (closure) a cl(A)=bd (A)U A halmaz.

Egy a-bol p-ba vezeté n hosszu ut az o =«,....,a, = f, paronként kiillonbozd csucsok
sorozata, ahol (ai_l,ai)eE, minden i=0,...,n-re. Ha az 0t cstcsai kozott csak nyilak/csak

vonalak vannak, akkor iranyitott/iranyitatlan utrdl beszéliink.

Egy CcV részhalmazt («, f3)-elvalasztonak (separator) neveziink, ha az a-bdl f-ba vezetd
utak mindegyike atmegy C valamely csucsan. A C elvdlasztjia az A halmazt a B-t6l, ha minden
olyan (a, f)parra elvalasztd, ahol « € 4, f € B. Azok a cstcsok, amelyekbdl ut vezet f-ba, de

amelyekbe nem vezet Ut -bol, alkotjak f dseinek (ancestors) an(f) halmazat. Forditva: azok a
csucsok, amelyekbe Ut vezet a-bol, de amelyekbdl nem vezet ut o-ba, alkotjdk «
leszarmazottainak (descendants) de() halmazat. o nem-leszarmazottai (non-descendants) pedig
a  tobbi  csucs  kozill  természetesen  azok, amelyek nem  leszdrmazottai:

nd(a)zV\(de(a)u{a}). Nagybetiivel jeloljiik a leszarmazottak halmazat, ha az az a-t is

tartalmazza: Nd (a) =nd (a) U {a}. A leszarmazottak és a nem-leszarmazottak halmazat
értelemszertien 4 csticshalmazokra is definidlhatjuk: de(A4), nd(A), Nd(A) .

Ha bd(a) < A,V € A, azt mondjuk, hogy 4 dshalmaz (ancestral set). Iranyitott grafban A4
akkor és csak akkor dshalmaz, ha an(a)c 4A,Va € A. Oshalmazok metszete is ¢shalmaz, ezért
barmely 4 csucshalmazra meghatarozhatd az 6t tartalmazo legkisebb Oshalmaz, ezt An(A)-val
jeloljiik.

ugyanaz kell, hogy legyen. Irdnyitott/iranyitatlan/félig iranyitott kornek nevezzilkk a csak
nyilat/csak vonalakat/legalabb egy nyilat tartalmazé koroket.
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Iranyitatlan grafnak (IG, angol roviditéssel UG az undirected graph-bol) nevezziik a csak
vonalakat tartalmaz6 grafot, mig irdnyitott kormentes grdafnak (rov. IKG, angol roviditéssel DAG
a directed acyclic graph-bol) a csak nyilakat tartalmazo, iranyitott korrel nem rendelkezd grafot.

A disszertacioban bemutatott harmadik specialis graftipus a ldncgraf (LG, angol roviditéssel
CG a chain graph-bol). Egészen friss munkak foglalkoznak ezzel a graftipussal (Whittaker, 1990,
Frydenberg, 1990a, Lauritzen, 1996, Cox, Wermuth, 1996, Wermuth, Cox, 2004, Wermuth,
2005, Andersson et al., 2001, Lauritzen, Richardson, 2002, Drton, 2008). Az egyes szerzok, bar
ritkdn reflektalnak erre a tényre, nem hasznilnak egységes definiciot. A definiciok
kiilonbozoségének komoly kovetkezményei vannak a grafra ¢€piild statisztikai modellek
szempontjabol, ezt az 3.6., Lancgrafok c. fejezetben részletesen is kifejtem.

Alapvetden kétfajta definicid rajzolodik ki a fent idézett munkakbol. Lauritzen, Frydenberg,
Drton ill. Andersson ¢és tarsai szerint a lancgraf olyan graf, ami vonalakat és nyilakat is
tartalmazhat, azzal a megkotéssel, hogy nincsen benne félig-irdnyitott kor. A tovabbiakban /-es
tipusu lancgrafnak nevezem ezt a tipust. Vegylik észre, hogy az IG-k és IKG-k a lancgrafok
specialis (vagy csak vonalakat vagy csak nyilakat tartalmazd) tipusai. A ldncgrdf
komponenseinek vagy blokkoknak (component, block) nevezziik az egymasbdl irdnyitatlan uton
elérhetd csucsok halmazat. Precizen:

Jeloljik a ~g p-val azt az esetet, amikor a G grafban a és f elérhetd egymasbol irdnyitatlan
uton. Legyen T a ~g ekvivalencia-relacié altal J-ben indukalt ekvivalenciaosztalyok halmaza.
Minden a &V cstcshoz egyértelmiien tartozik egy 77a) €T komponens.

Az alabbi abra egy l-es tipusu lancgrafot és a neki megfeleld 7;, 7, 73, komponenseket
abrazolja. felhivnam ra a figyelmet, hogy a komponensek indexelése ennél a tipusnal esetleges.

_}. 0l
71

o T2 [0]

2. abra. 1-es tipusu lancgraf, és a graf komponensei

Whittaker (1990) illetve Cox és Wermuth (pl. 1996) meghatdrozasa szerint a lancgraf (2-es
tipusu lancgrdf) csucsal n szami komponens valamelyikéhez vannak hozzarendelve, a
komponenseken pedig teljes rendezés van bevezetve: 7;< ..<7,. A komponensek ennek
megfeleld /...n indexekkel vannak ellatva, mindegyikhez egy vagy tobb csucs tartozik. A
komponensek rendezése részbenrendezést indukal a csucsokon — két kiilonbozé komponenshez
tartoz6 csucsrdl tudjuk, hogy melyik a kordbbi/késébbi, két azonos komponensbe tartozo csucs
nem hasonlithatd Ossze. Két azonos komponensbe tartozd cstics kozott vonal huzhatd. Két
kiilonb6z6 komponensbe tartozd cstics kdzott nyil lehet, de a nyil a kordbbi csticsbdl kell, hogy a
késObbi csucsba mutasson. Vegyiik észre, hogy a félig-iranyitott koroknek az 1-es tipusu

crer
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Az alabbi harom graf 2-es tipusu graf:

0 m T4 0 m T 0 ]
T1 TI T1
[l ¥ 0 T3
T3 I T4
T2 [0 T3 [0 T2 |01

3. abra. 2-es tipusi lancgrafok, T,<7,<t;<7,

Ez a példa kozvetleniil rdmutat az 1-es €s 2-es tipusu lancgrafok kozotti fontos kiilonbségekre.
Mig az 1-es tipus esetén a grafot pusztan a csucsok ¢€s ¢€lek definialjak (a komponensek ebbdl
adddnak), addig a 2-es tipus esetén a csucsok komponensekhez tartozasa ill. a komponensek
rendezése ehhez ad6do pluszinformacid, nem olvashatd ki a csticsok-élek megadasabol. Igy
fordulhat el6 az, hogy a 3. abra harom grafja ugyanazokon a csucsokon ¢és ¢leken van értelmezve,
de mas a komponensek megadasa (1. vs. 3. graf), illetve mas a komponensek rendezése (1. vs. 2.

graf).

A 2-es tipusu lancgrafokkal szemben az 1-es tipustiaknél nincsen a komponenseken teljes
rendezés bevezetve. Ha két komponens nincs nyillal nincs 0Osszekotve, akkor azok nem
hasonlithatok Gssze. A 2. abra mutatott graf 7> és 73 komponense példaul nem hasonlithat6 dssze.
Ebbdl a grafbol ugy készithetnénk 2-es tipusu lancgrafot, ha expliciten megadnank a 7 és 73
kozotti rendezést.

Az 1l-es tipust lancgrafoknal a gratbol kozvetleniil adddik a csucsok komponensekhez
rendelése, a 2-es tipustiaknal nem. Emiatt a kiilonbség miatt fordulhat eld, hogy van olyan graf
(pl. a 3. abra 3. grafja), ami a 2-es definicid szerint lancgraf, de az 1-es szerint nem az, hiszen van
olyan csticsa, amelyik egyik sajat komponensbelijével sincsen 6sszekotve.

Azok a grafok tartoznak a két tipus mindegyikébe, ahol a komponensek csucsai irdnyitatlan
uton elérhetdk egymasbol, és a komponensek kozotti nyilak teljes rendezést indukalnak a
komponenseken.

Mig, ahogyan emlitettiik, az 1-es tipusu lancgrafnak az IG és IKG specialis esete, addig egyik
graf sem tartozik a 2-es tipusu lancgrafok kozé, mivel az IG-bél vagy IKG-bél nem lehet
egyértelmiien kiolvasni sem a komponensek rendezését, sem a komponenshez tartozast. Az
alabbi dbran olyan 2-es tipust lancgrafok talalhatok, melyek ugyanahhoz az 1G-hez tartoznak. A
komponensekhez rendelés varidlasaval jott 1étre ez a négy kiilonbozd valtozat. A komponensek
rendezésének megvaltoztatasdval tovabbi variansokat lehetne eléallitani.
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IETE Iu]
T1 I T1 I T T I T1
[o]r3 o [o]r2

4. abra. Ugyanahhoz az IG-hez rendelhet6 2-es tipusu LG-k, 7,<7,<7;

Az alabbi abran pedig ugyanahhoz az IKG-hez rendelhetd Osszes lehetséges 2-es tipust
lancgrafot mutatom be:

T1

T1 T1
0] B3 [ed—{0] T2
‘ T2
ETE

0|13

5. abra. Ugyanahhoz az IKG-hez rendelheté 2-es tipusi LG-k, 7,<7,<t3

Mint lattuk, a két definicid alapvetd kiilonbsége, hogy a 2-es tipus esetén (1) a csticsok
komponensekhez tartozasa ill. (2) a komponensek rendezése a grafbol ki nem olvashatéd
pluszinformaci6. Lattuk, hogy ez a két eltérés a két definicionak megfelelé grathalmaz
kiilonbozoségét implikalja. Az igazi kérdés ugyanakkor az, hogy a megfeleld statisztikai
modellek is kiilonboznek-e. Erre a kérdésre a 3.6. fejezetben, a grafok és a modellek
megfeleltetésének targyaldsa utan térek vissza.

A szakirodalom gyakran eltekint a két tipusu langraf kozotti kiilonbségtdl; az idézett szerzok
koziil egyediil Whittaker (1990) emliti az (1)-es, Lauritzen €s Richardson (2003) pedig a (2)-es
kiilonbséget, utdbbiak kritikajat is adjak a komponensek 2-es tipust lancgrafoknal kotelezd elo-
rendezésének, mint modellezési technikdnak. Az (1)-es kiilonbséggel kapcsolatban felhivnam
arra a figyelmet, hogy Il-es tipusi lancgrafoknal Ossze nem kotott csticsok ugyanazon
komponensbe vald besorolasa nem lehetséges. Ha a komponenseket iddbeli egymasutanjuk
definidlja, akkor eszerint ennél a graftipusnal egyidében, de egymastdl fiiggetleniil megvalosult
események modellezése nem lehetséges.

Itt kell még megemliteniink, hogy Wermuth és Cox (pl. 2004) a 2-es tipusu lancgrafok
tovabbi specifikalasaként megengednek nem csak teli, hanem szaggatott vonalakat és nyilakat is,
azzal a megkotéssel, hogy egy adott komponensen beliil csak egyfajta (vagy csak teli, vagy csak
szaggatott) vonalak szerepelhetnek, ill. az egy adott komponensbe belépd nyilak is csak azonos
fajtak lehetnek. A szaggatott és teli vonalak/nyilak megkiilonboztetésének oka, hogy ezek
segitségével egyetlen szaballyal (késébb bevezetendd szohasznélattal: egyetlen Markov-
tulajdonsaggal) tobb kiilonbozo feltételes fiiggetlenség-kiolvasasi szabalyt definialhatnak. Mi
ugyanezt a célt tobb kiillonbozd szabaly bevezetésével fogjuk elérni (1asd az 3.6 fejezetet).
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Sziikséges lesz még néhany, a lancgrafokhoz kapcsolodo jelolés bevezetésére. A G lancgraf
K, ..., K, komponensei, mint csicsok alkotta iranyitott kormentes grafon (jel.: Gikg) kézenfekvo
moédon definidlhatok adott K; komponens dsei, sziilei, leszdrmazottai vagy nem-leszarmazottai:

e Jsok:

Kaun(i):={K; | je{l...n}, a Gk grafban K;-bdl iranyitott ut vezet Ki-be},
e 0sok, K-t is beleértve:

Kun(i):={K;| je{l...n}, a Gk grafban K;-bdl iranyitott Ut vezet K;-be vagy j=i},
o sziilok:

Kya(i):={K; | je{l...n}, }, a G grafban K-bdl nyil mutat K;-be},
e leszarmazottak:

Kie(i):={K; | je{1...n}, a G gratban K;-bdl iranyitott ut vezet Kj-be },
e nem-leszarmazottak:

Kua(i):= {K; | je{I...n}, K; nem eleme K. (i)-nek és j#i},
e ¢és nem-leszarmazottak, K-t is beleértve:

Kna(i):= {K; | je{1...n}, K; nem eleme K. (i)-nek}.

Adott lancgrafbol kaphat6 irdnyitatlan graf két megadasi modjara lesz még sziikségiink az
elvalasztas fogalmanak lancgrafokra valé majdani kiterjesztéséhez.

Erkélcestelenségnek (immorality) nevezzik a (a, f; y) pontharmast, ha a kozos y gyerekkel
rendelkezd a és f csucspar nincsen vonallal 6sszekotve (ugymond nincs 6sszehdzasodva — innét
az elnevezés). Egy G LG-hez vagy IKG-hoz tartoz6 erkolcsos grafnak (moral graph) nevezzik
és G"-mel jeloljik azt az IG-t, ami a kozos gyerekkel rendelkezd sziiléknek vonallal valo
Osszekotésével (0sszehazasitasaval) €s az Osszes nyil vonalra cserélésével all elo.

Legyen a, f, és y egy lancgraf harom kiilonb6z6 csucsa. Zaszlonak (flag) nevezzik az [a, f; y]
harmast, ha a — f — y teljesiil. 2-kettdszdaszlonak (2-biflag) nevezzik az [a, f; 7, ] négyest, ha a
— y — 0 « p teljesiil; ahol a és f kozott barmi lehet (vonal is, barmilyen iranyl nyil is, vagy
lehetnek Osszekotetlenek is), de mas vonal vagy nyil nincs a csucsok kozott. Harmasnak (triplex)
nevezzik az {(a, f), y} rendezett part, ha a kovetkezo harom feltétel valamelyike teljesiil: (a, f; y)
erkolcestelenség, vagy [a, f; y] zaszlo, vagy [f, a; y] zasz16. Egy harmas vagy egy 2-kett6szaszlo
kibdvitésekor (augmentation) az alakzatot alkotd csticsok kozott huzodod nyilakat vonalakra
cseréljiik, és minden hidnyzo él helyére vonalat tesziink. Egy G LG-hez vagy IKG-hoz tartozo
kibdvitett grdafnak (augmented graph) nevezziik és G“-val jeloljiik azt az IG-t, ami a harmasok és
a 2-kettdszaszlok kibdovitésével és az Gsszes nyil vonalra cserélésével all eld.
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3.3 Feltételes fiiggetlenség

A grafikus modellek valoszinliségi valtozoknak a grafbol kiolvashatd feltételes
fiiggetlenségeivel definialhatok, ezért a feltételes fliggetlenség a kovetkezokben kozponti
fogalom lesz.

X, Y ¢és Z diszkrét valoszintiségi valtozok feltételes fiiggetlensége a 3. definicidban latott
moédon hatdrozhatd meg, jeloléssel: X LY |Z. A feltételes fiiggetlenségi relacio rendelkezik az
alabbi négy tulajdonsaggal (X-et, Y-t és Z-t akar valtozoknak, akar valtozéhalmazoknak
tekinthetjiik):

(C1) szimmetria:ha X L Y|Z,akkor Y L X' |Z, (16)
(C2) felbontas:ha X LY |Z és U =h(X), akkor U LY |Z, (17)
(C3) gyenge unid:ha X 1Y |Z és U =h(X),akkor X LY |(Z,U), (18)
(C4) osszevonas:ha X LY |Z é&sX LW |(Y,Z), akkor X L(W,Y)|Z. (19)

(C2) és (C3) alkalmazasakor specialis esetként az U lehet X részhalmaza is.
Pozitiv eloszlas® esetén, vagyis ha

P X=x,Y=y,Z=2)>0Vx,y,z,

az alabbi, gyakran hasznalt tulajdonsag is teljesiil:
(C5) metszet: ha X LY |Z ésX 1L Z|Y,akkor X L(Y,Z). (20)

A pozitiv eloszlés kitételét a korabbiakban is feltettiik (a 2. fejezetben végig a pozitiv eloszlasok
F halmazat tekintettiik), és legtobbszor a tovabbiakban is fel fogjuk tenni.

A (C1)-(C4) tulajdonsagokbdl tovabbi tulajdonsdgok vezethetok le. Példaul az alébbi, a
feltételes fiiggetlenségi allitds szétdarabolhatosdgat megmutatd, gyakran hasznosnak bizonyuld
ekvivalencia

CLBD|A<>(CLB|A)és (CLD|AB) (21)

konnyen eldéall a segitségiikkel. A jobboldalbol (C4)-et felhasznalva kovetkezik a baloldal. A
baloldali feltételes fliggetlenségi allitasbol a (C2)-t felhaszndlva kovetkezik C L B|A4. A

» Ez a tulajdonsag a valtozok kereszttablajara nézve azt jelenti, hogy az az elméleti gyakorisag mellett nem tartalmaz
iires cellat, vagy masik szohasznalattal: nincsen benne strukturalis nulla. Ez egy eléggé természetes kitétel, és
altalanos esetben valoban teljesiil is. Tipikusan olyan esetekben nem igaz, amikor a valtozék kozott valamilyen
sziikségszertl, logikai kapcsolat van. Pl. ilyen kapcsolatban van a gazdasagi aktivitds és a legutobbi foglalkozas
cellagyakorisag strukturdlisan nulla, vagy a nem és az abortuszok szama (férfiaknal értelmezhetetlen) stb. A
strukturalis nulldk egy része a valtozok atdefinidlasaval kikiiszobolhetd (pl. keresztkategoridikkal egy harmadik
valtozot képziink).
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baloldali allitasbol (C3) segitségével jon C L BD | AB, ebbdl pedig (C2)-vel C L D|4B. A
tulajdonsag felhasznalhatosagara lattunk példat a 2.3 fejezet Simasag c. alfejezetében, ahol egy
latszolag nem sima modell simasagat lattuk be a segitségével, gy, hogy a modellt definiald
nemhierarchikus paraméterezést ado feltételes fliggetlenségi allitasokat kisebb, hierarchikus
paraméterezést lehetové tevo allitasokka bontottuk a segitségével.

Belathatd, hogy a (21)-beli tulajdonsag nem csak szintaktikailag vezethetd le a négy szabaly
segitségével, hanem valoban igaz is**. Kérdés, hogy (1) ez minden, a (C1)-(C4) segitségével
levezetett allitasra igaz-e? Kérdés a forditott irdny is (2): levezethet6-e a négy szabaly
segitségével minden (igaz) feltételes fliggetlenségi tulajdonsag?

Dawid (1979) bizonyitotta be, hogy az elsd kérdésre ,,igen” a valasz, vagyis ha (C1)-(C4)-et a
feltételes fliggetlenség, mint logikai rendszer levezetési szabdlyainak tekintjiik, akkor az igy
definialt rendszer helyes: minden, a négy szabaly haszndlataval levezethetd allitas igaz. Bar sokan
a masodik kérdésre is ,,igen” valaszt vartak (pl. Pearl, 1988), végiil mégis a ,,nem” nyert
bizonyitast. A rendszer nem teljes (Studeny, 1992), vagyis van olyan igaz allitds, ami
szintaktikailag nem vezethetd le beldliik. S6t az is belathato, hogy a feltételes fliggetlenségnek
nem létezik véges axiomatizacidja, vagyis sem a (C1)-(C4) kibdvitésével, sem mas levezetési
szabalyok segitségével nem lehet az Osszes, egyébként igaz feltételes fliggetlenségi tulajdonsagot
eldallitani. Ez utébbi allitdsnak fontos kovetkezményei lesznek a disszertacid keésobbi
fejezeteiben.

Rendkiviil érdekes, és a grafikus modellek széleskorii alkalmazhatésagat mutatja, hogy a
(C1)-(C4) tulajdonsagok milyen sok, latszolag fliggetlen fogalom karakterizacidjara alkalmasak.
Tekintsiik ehhez a (C1)-(C4) kifejezéseket formalis kifejezésekként, a valdszinliséghez nem
kotddd jelentéssel. Ha az irrelevancia axidmaiként tekintjiik oOket, akkor tudasmennyiségek
megszerzése (pl. nyelvkonyvek elolvasasa) kozotti kapesolat leirasara alkalmazhatok — valdban,
ismertek a grafikus modellek informacidelméleti alkalmazasai is. Ebben az esetbena X 1 YV |Z

kifejezés igy interpretalhatod: Z ismeretének birtokaban Y elolvasasa (értsd: ismerete) irrelevans
X elolvasdasa (értsd: megértése) szempontjabol. Ekkor pl. a C2 igy olvasando ki: ha Z
ismeretének birtokaban Y elolvasasa irrelevans X elolvasdsa szempontjabol, akkor X barmely U
fejezetének elolvasdsa szempontjabol is az.

Masik fontos példa az euklidészi vektorterekben definialt geometriai merdlegességé. Ekkor X,
Y és Z linearis alterek, és X L Y |Z igy olvasando ki: X és Z metszetének ortogonalis kiegészito

altere merdleges Y és Z metszetének ortogonalis kiegészito alterére.

crer

kovetkezd fejezetben). Ekkor X, Y és Z a graf csucsainak részhalmazai, ¢s X LY |Z igy
olvasando ki: Z elvdlasztia X-et Y-tol. Késobb latni fogjuk, hogy a globalis Markov-
tulajdonsagokkal definidlt grafikus modellek valoban a fliggetlenség ¢és az elvélasztas
megfeleltetésére épiilnek.

A (C5) analogonja a feltételes fiiggetlenséghez hasonléan az utdbbi hiarom modell
(irrelevancia, merdlegesség, elvalasztas) esetében sem all altalanosan, csak bizonyos feltételek

4 Ebben a megkozelitésben egy formula igaz, ha minden valdszintiségi mérték mellett kiértékelve igaz.
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mellett. Van azonban olyan tulajdonsag, ami nem viselkedik azonosan a kiilonb6z6 modellekben.
Az elvélasztasra teljestil, a feltételes fiiggetlenségre vagy az irrelevanciara viszont nem:

(C6) (ALB|C)és (ALD|C)—> ALBD|C (22)

Errél a grafikus modellekkel kapcsolatos irodalomban és a disszertacioban is gyakran
eldkertild tulajdonsagrol konnyen belathatd, hogy pozitiv stiriségfiiggvény esetén sem feltétleniil
teljesiil. Tobbvaltozos normalis eloszlas esetén viszont mindig igaz. Ez egy alapvetd differenciat
jelent a tobbvaltozos kategorialis €s a tobbvaltozos normalis eloszlas kozott. Ez az eltérés az
alapja annak, hogy kategoridlis esetre érdemes a paronkénti Markov-tulajdonsag (ami a fenti
implikacio bal oldalan talalhato paronkénti feltételes fliggetlenségeket enged meg) mellett egyéb
Markov tulajdonsagokat is bevezetni, normalis eloszlas esetére viszont nem.

A (C5) egy variansat is meg kell itt emlitenem, mert a tovabbiakban szintén szerepelni fog:

(C5*) had L B|(CUD)és ALC|(BuD), akkor 4 L(BUC)|D), (23)

A (C5%), akarcsak a (C5), példaul akkor teljesiil, ha az eloszlas pozitiv.

A tovabbiakban a feltételes fiiggetlenségi allitasokkal definialhato grafmodellek harom tipusat
(irdnyitatlan graf, irdnyitott kormentes graf, lancgraf) veszem sorra. Az els6 két tipus bemutatasa,
a kapcsolodo tételekkel, hacsak nem jelzem mésként, Lauritzen 1996-o0s 6sszefoglalé munkéjara
épiil.

3.4 Irényitatlan grafok

A grafikus modellek legegyszeriibb tipusa irdnyitatlan grafokkal reprezentdlhatd. A graf
minden ¢éle irdnyitatlan, ennek megfelelden minden valtozot egyenrangunak tekintiink.

A graf cstcsainak és a hozzajuk rendelt valtozoknak a formalis megfeleltetése a kovetkezd
modon adhaté meg. Tekintsik a G=(V,E) grafot. A grafhoz a csucsokkal indexelt (X )

diszkrét valoszinliségi valtozok tartoznak, (y,),., véges értékkészletekkel. Ha 4 — V' a csucsok

aelV

egy halmaza, akkor a hozza tartozo X ,:=(X,),., valtozo értékkészlete az y,:=x,, 7,

Descartes szorzat, ennek egy adott értékét x, :=(x,),.,.—val jeloljik roviden. A V-hez tartozo

aeAd*

valtozo értékkészletét y = y, jeloli. A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért az
ALl B|C
jelolést alkalmazzuk az
X, LX, | X,
esetre.

Most mar formalisan is definidlhatjuk a grafikus Markov-modelleket: ezek egy G =(V,E)

grafot felhasznédlva, annak J csucshalmaza segitségével valamely szabaly (un. Markov-
tulajdonsag) szerint feltételes fliggetlenségi allitasokat definidlnak a csticsoknak megfeleltetett
X,,a eV valtozok kozott. Iranyitatlan graf esetén haromfajta Markov-tulajdonsagot szokas
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megkiilonboztetni. Ezek a graf hasonld értelmezését adjak: valamilyen modon az ,.egymassal
kozvetleniil nem érintkez6” csticsok feltételes fliggetlenségét mondjak ki a ,,veliikk kozvetleniil
érintkez6” csucsokat feltéve. Amiben kiilonboznek, az a két feltételesen fiiggetlen halmaz
szamossaga: az els6 tulajdonsag két csticsrol, a méasodik egy cstcsrol €s egy (tartalmazasra nézve
lehetd legnagyobb) cstcshalmazrél, a harmadik két csucshalmazrol beszél. A masodik
tulajdonsag esetén adott valtozo fiiggetlen attdl a valtozéhalmaztol, ami a vele az elso tulajdonsag
alapjan fliggetlen valtozokat tartalmazza. Mint a 3.3. fejezetben mar emlitettiik, a masodik,
lokalis Markov-tulajdonsag bevezetésének éppen a kategorialis esetben van jelentdsége, normalis
eloszlasnal ez felesleges: utobbinal a (C5) teljesiilése folytan a paronkénti 4 L B és AL C
feltételes fliggetlenségek ekvivalensek az egyiittes fliggetlenséggel, 4 L BC -vel.

Azt mondjuk, hogy a G graf mellett, az y halmazon értelmezett P valdszinliségi mérték
rendelkezik a ...

13. definicio (P) paronkénti (pairwise) Markov-tulajdonsaggal, ha barmely «, f nem-
szomszédos par feltételesen fiiggetlen az 6sszes tobbi csticsot feltéve:

aJ_,B\V\{a,,B},

14. definicio (L) lokalis (local) Markov-tulajdonsaggal, ha barmely a el feltételesen
fliggetlen a vele 6ssze nem kotott csucsoktol a vele 0sszekotott csticsokat feltéve:

alV\c(a)lbd(a),
15. definicio (G) globalis (global) Markov-tulajdonsaggal, ha a csucsok barmely (4,B,S)
diszjunkt halmazharmaséra, ahol S elvélasztja 4-t B-t6l:

ALB|S.

E harmadik, globalis tulajdonsagnak Kkitiintetett szerepe van, mert ha teljesiil, akkor
segitségével barmely 4, B, S diszjunkt csucshalmazrol eldonthetd, hogy igaz-e 4 és B S-re vett
feltételes fiiggetlensége. Ez a kritérium nem szigorithatd, abban az értelemben, hogy ha A4 és B
nincs elvalasztva S altal, akkor talalhat6 olyan eloszlas, ami mellett 4 L B|S nem teljesiil.

A Markov-tulajdonsagok kozott az alabbi kapcsolat all fenn (Lauritzen, 1996):

9.tétel  Barmely iranyitatlan G graf és barmely, y -en adott valosziniiség-eloszlas mellett
(G)=(L)=(P).

A tétel szerint a globalis Markov-tulajdonsag a legerdsebb abban az értelemben, hogy a neki
megfeleld feltételes fliggetlenségi allitdsok implikaljak a masik két Markov-tulajdonsagnak
megfelelé allitasokat is. Erdemes megjegyezni, hogy mivel e tétel bizonyitasakor elég a (C1)-
(C4) levezetési szabalyokat felhasznélni, az allitds igaz a tulajdonsagok mas modellje (pl.
irrelevancia, merdlegesség) mellett is. Nem tal szigort feltétel mellett a harom tulajdonsag
ekvivalenciaja is teljesiil. Ez a feltétel az 3.3 fejezetben definidlt (C5*). Igaz tehat a tétel
(Lauritzen, 1996):

10. tétel Ha barmely paronként diszjunkt 4, B, C, D halmazra fennall (C5%*), akkor:
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(G) = (L) = (P).

A (C5*%) példaul akkor teljesiil, ha az eloszlas pozitiv. Mint korabban emlitettem, a
pozitivitast, ezt az eléggé természetes feltételt a kordbbiakban is feltettiik és legtobbszor a
késobbiekben is feltessziik. A harom tulajdonsag ekvivalencidjanak jelentdségét az adja, hogy
eszerint elég a globalis tulajdonsag hasznalata, ezzel a tulajdonsaggal pedig barmely 4 L B|S
fliggetlenségi allitasrol eldonthetd, hogy teljesiil-e egy adott graf mellett. Ugyanis elég azt
megvizsgalni, hogy az A és B csticshalmazokat az S csticshalmaz elvélasztja-e.

8.példa Az IG-re ¢épiild0 Markov-modell példdjaként tekintsilk az aldbbi abra grafjat, ami
néhany, a politikai kozvélemény-kutatasokban gyakran hasznalt valtozdé egy lehetséges
kapcsolatrendszerét mutatja be. A valtozok a kovetkezok: az Orszag gazdasagi helyzetével (O), a
Sajat gazdasagi helyzettel (S), a Demokraciaval valo elégedettség (D) és a kormanyon levd Part
megitélése (P).

D

& \ o
L

Ha a grafot a paronkénti Markov-tulajdonsag mellett értelmezziik, akkor a modell szerint az
0ssze nem kotott csticsok feltételesen fiiggetlenek, vagyis a két hianyzé €lhez tartozo két alabbi
allitas teljesiil:

P 15|0D,
D 1S|OP.

Ezek szerint a politikai attitliddel kapcsolatos valtozok (P ill. D) nincsenek kozvetlen
kapcsolatban a sajat gazdasagi helyzet megitélésével (S). A sajat helyzet megitélése csak az
orszag helyzetének megitélésén keresztiil gyakorol hatast a politikai attitidokre. A PS ill. DS
kétdimenziés marginalis kereszttdblaban esetleg megfigyelhetd marginélis kapcsolatuk annak
kovetkezménye, hogy az O-val mind P, mind S, mind D &ssze van kotve, tehat kapcsolatban van.
PI. akik jobb helyzetben érzik magukat, azok hajlamosabbak az orszag helyzetét is pozitivabban
értékelni, az orszag helyzetével elégedettek pedig hajlamosak a demokracia allapotat és a
kormanyt is pozitivabban megitélni. De a feltételes kereszttdblaban mar nem figyelheté meg
kapcsolat: pl. az OD-t egy értékén rogzitve (csak azokat nézve, akik elégedettek az orszag
helyzetével és a demokraciaval is) a sajat helyzet megitélése fiiggetlen a partpreferenciatol.

Ha a globalis Markov-tulajdonsag mellett értelmezziik a grafot, akkor, mivel példaul az S-bol
a DP halmazba csak az O-n keresztiil vezet Ut, a modell szerint az alabbi allitas is igaz:

DPLS|O.

Eszerint a politikai attitidvaltozok egylittes eloszlasa sincs kozvetlen kapcsolatban a sajat
gazdasagi helyzet megitélésével, S-sel. Itt természetes feltevés a valtozok pozitiv eloszlasa (nincs
okunk {iresnek feltételezni a kontingenciatdbla egyik celldjat sem), ezért a 10. tétel szerint az
utolso feltételes fliggetlenség nem jelent jabb megszoritast, kovetkezik a korabbiakbdl.
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3.5 Iranyitott kormentes grafok

Az iranyitatlan grafok esetében a valtozok kozott egyenrangli kapcsolatot tételeztiink fel.
Eléfordulnak ugyanakkor olyan esetek is, amikor a valtozok szereposztasa nem szimmetrikus,
ami annak felel meg, hogy X hathat Y-ra, de Y nem hathat X-re®. Ilyen szituicioban az
iranyitatlan grafok hasznalata természetellenes lenne, ez motivalta az iranyitott kormentes grafok
(IKG) bevezetését, ahol a valtozok kozti nyilak az aszimmetrikus fiiggd-fiiggetlen szereposztast
jelolik. A 11. abra modellje jol példazza, mi motivalja az aszimetrikus szerepek bevezetését. Itt
egyetlen hatasirany tételezhetd csak fel logikailag ill. a kialakulas idérendjét alapul véve pl. a
tarsadalmi hattér és a felséfoku tovabbtanulasi elhatarozas kozott, vagy a nem és a sziil6i biztatas
kozott.

IKG esetén is az irdnyitatlan esetben mar latott, ott ekvivalensnek bizonyult hdromfajta
Markov-tulajdonsagot szokds megkiilonboztetni. Azt mondjuk, hogy a G graf mellett, az y
halmazon értelmezett P valosziniiségi mérték rendelkezik ...

16. definicio (IP) ... az irdnyitott paronkénti Markov-tulajdonsaggal, ha barmely o, f nem-

szomszédos parra, ahol S end (a):

a L Bnd(a)\{B},

vagyis o feltételesen fiiggetlen nem-leszarmazottaitdl (kivéve a sziileit) a tobbi nem-
leszarmazottat feltéve. Itt érdemes megjegyezni, hogy a feltételhalmazban mindig benne van az
Osszes sziilo;

17. definicio (IL) ... az iranyitott lokdlis Markov-tulajdonsaggal, ha barmely o € V' feltételesen
fliggetlen nem-leszdrmazottaitdl a sziileire, mint feltételre nézve:

al (nd (a)\ pa(a)) | pa(a).

IG-k esetében a globalis Markov-tulajdonsag az elvalasztds fogalmara épiilt. Iranyitott
esetben ennek megfeleldjeként az IKG-hoz tartozo irdnyitatlan erkdlcsos grafra vezetjiik vissza a
tulajdonsagot:

18. definicio (IG) A valdsziniségi mérték rendelkezik az irdnyitott globadlis Markov-
tulajdonsdaggal, ha a csucsok barmely (4,B,S) halmazhidrmasara, amelyek olyanok, hogy S

elvalasztja A4-t B-t6l a (G " ben (vagyis az AUBUS -t tartalmazd legkisebb

An(AUBUS) )

dshalmazhoz tartozé erkdlcsos grafban), fennall:
ALB|S.

9.példa Mint mar az IG-kel kapcsolatban emlitettiik, a globalis tulajdonsag jelentdségét az
adja, hogy segitségével donteni tudunk tetszéleges csucshalmazoknak egy harmadik
csucshalmazra vett feltételes fiiggetlenségérdl. Dontsiik el a példaul a IG tulajdonsagbol

> Itt a hatas fogalmat nagyon éltalanos értelemben hasznalom, az ok-okozatisdg problematikajat elkeriilve (err6l
bévebben lasd majd a 6.1.1. fejezetet.
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kiindulva, hogy az aldbbi, baloldali IKG szerint 4 és B fiiggetlen-e a C-t feltéve? Az
AU BuUC halmaz legkisebb 6shalmazéhoz a D is hozzatartozik, mert C és B sziildje. Az igy
kapott legkisebb 6shalmazhoz tartozo erkdlcsds grathoz (alabbi jobb oldali graf) az AD élet is
hozza kellett venni, mert k6z0s gyerekiik van. Az erkdlcsds grafban viszont ezért C nem valasztja
el A-t és B-t, hiszen a D-n keresztiil is vezet Ut koztik, tehat az eredeti IKG modellben a IG
tulajdonsag mellett 4 nem fiiggetlen B-t61 C-re, mint feltételre nézve.

AVAAVAN

A Markov-tulajdonsagok kozott itt is tartalmazasi relacié all fent, mégpedig az irdnyitatlan
esetnél tobb is elmondhato (Lauritzen, 1996):

11. tétel Barmely IKG graf és barmely, y -en adott valdszinliség-eloszlas mellett
(DG) < (DL) = (DP).
Az 1G esetéhez hasonldan a (C5%*) itt is ekvivalenciat implikal (Lauritzen, 1996):

12. tétel Barmely IKG graf és barmely, y-en adott valdszinliség-eloszlas mellett, ha (C5%)
teljestil, akkor

(G)e (L)< (P).

Tarsadalomtudomanyi grafmodelleket véve példanak: ha az irdnyitott lokalis Markov-
tulajdonsag szerint értelmezziik a 70. oldalon taldlhaté 11. dbra modelljét, akkor a modell szerint
a fels6foku tovabbtanuldsi elhatdrozas feltételesen fliggetlen nem-leszdrmazottjatdl, vagyis a
nemtdl, sziileire, azaz az Gsszes tobbi valtozora, mint feltételre nézve. A nem fliggetlen tovabba
az intelligenciatol és a tarsadalmi hattértdl, méghozza feltétel nélkiil, hiszen a nemnek nincs
sziiléje. Belathatd, hogy az irdnyitott globalis Markov-tulajdonsag itt nem hoz uj feltételes
fliggetlenségeket.

3.6 Lancgrafok

3.6.1 Bevezeto

Az irdnyitott kOormentes grafok minden éle aszimmetrikus kapcsolatot reprezental.
Kézenfekvonek latszik ugyanakkor olyan modellek bevezetése is, ahol ezekkel egyiitt
megengediink szimmetrikus, irdny nélkiili kapcsolatokat is. Ezek pl. olyan esetek lehetnek, ahol

e nem ismert, hogy x okozza y-t vagy forditva (nyil lenne a megfeleld, de nem tudjuk,
hogyan iranyitsuk),

e vagy ahol y visszahat x-re (feedback, 14sd az iskolazottsag és a foglalkozas kozotti nyil
vonalra cserélését a 7.1. fejezetben, abbol a megfontolasbol, hogy a szocialista
rendszerben a politikailag megbizhato, de aluliskolazott munkaerd kékgalléros vezetd
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poziciokba vald juttatdsanak utdlagos legitimizacidjaként felnottkori beiskolazasokat
hajtottak végre; vagy mai példaval: a miiszaki-technikai haladas révén egy adott
szakmaban is allandosulhat a valtozas, amellyel az érintetteknek 1épést kell tartaniuk,
ami viszont csak az ismeretek folyamatos gyarapitasaval lehetséges),

e vagy ahol az x és y kozotti kapcsolatot egy harmadik, nem mért valtozo okozza (lasd a
golyak szamanak €s a sziiletésszamnak ismert esetét a 6.1.2. fejezetben).

Az irényitott és iranyitatlan ¢€leket is tartalmazo grafokat lancgrafoknak nevezziik. Mint
definidlasuknal, a Grafelméleti definiciok €s jelolések c. fejezetben lattuk, két kiilonb6zo és nem
kompatibilis meghatdrozas is talalhat6 veliik kapcsolatban a szakirodalomban (1-es €s 2-es tipus).
Ugyanakkor nem csak a grafelméleti definicio, hanem a hozzajuk kapcsolodo feltételes
fliggetlenségek kiolvasdsara szolgdlo Markov-tulajdonsagok meghatidrozasa sem egységes. Az
alabbiakban ezért mindig jelolni fogom, hogy mely szerz6k megkozelitése alapjan dolgozom. Az
IG-k és IKG-k esetén korabban latott harom (paronkénti, lokalis és globalis) Markov-tulajdonsag
mellett a lancgrafok esetében blokk-rekurziv (block-recursive) Markov-tulajdonsagot is
megkiilonboztetiink. Mig a paronkénti tulajdonsag két csucs, a lokalis egy csucs és egy
csucshalmaz kozotti feltételes fliggetlenségrol szol, addig a blokk-rekurziv és a globalis
tulajdonsag két csucshalmaz fiiggetlenségérél. A blokk-rekurziv tulajdonsdg a komponensek
(blokkok) rekurzitivitasara épiil. A globalis tulajdonsag itt is az elvalasztas fogalmat hasznalja,
mint az [G-k és IKG-k esetén. Ezeket a tulajdonsadgokat veszem sorra a tovabbiakban.

A fejezetben a tételek mindegyike az 1-es tipust lancgrafokra lesz kimondva, mert a
kapcsolodod szerzok ebben a definicidés korben gondolkodtak. Nem ismert, hogy ezek a tételek
igazak-e a 2-es tipusu lancgrafokra is. Valdjdban az is kérdés, hogy az 1-es és 2-es lancgraf
tipusok a grafelméleti kiilonbségen til a statisztikai modellt tekintve is kiilonboznek-e. A
szakirodalom ugyanis, ahogyan altaldban eltekint az 1-es és 2-es tipusu lancgraf explicit
megkiilonboztetésétdl, ugyanigy nem vizsgalja azt a kérdést sem, hogy egy adott Markov-
tulajdonsag a két tipusu grafon definidlva azonos modellosztalyt eredményez-e. A kérdés
precizen igy szol: adott Markov-tulajdonsag mellett van-e olyan, 2-es tipust lancgraffal kapott
feltételes fliggetlenségi allitds-halmaz, ami nem ekvivalens az 1-es tipust lancgrafokkal kapott
allitashalmazok egyikével sem, és forditva. S6t az is kérdéses, hogy az ,,altalanos” lancgrafoknak
mi a viszonya a két altipussal, ahol az altalanos lancgrafokat a két tipus egyesitéseként ugy
hatarozhatjuk meg, hogy komponenseik definidlasa az 1-es tipushoz hasonldan, ,.elére” torténik,
de a komponensek a 2-es tipushoz hasonldan nem rendezettek. Vagyis kérdés, hogy van-e modell
az alabbi halmazabra 1-essel, 3-assal és 4-essel jelolt részhalmazaiban.
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Altalanos lancgraf

Z-es tipusd lancgraf

3

1-es5 tipusy lancgraf

1

6. abra. Az altalanos, illetve az 1-es ill. 2-es tipusi lancgrafokon, valamely Markov-tulajdonsaggal definialt
modellosztialyok tartalmazasi viszonya (sotét hattér: nemiires, fehér hattér: nem ismert, hogy iires-e)

Sajat, a késobbiekben bemutatott eredményem szerint (lasd a 11. példa) a 3-as részhalmaz
nemiires, tehat van olyan, 2-es tipust lancgraf-modell, ami nem allithaté elé 1-es tipusu
lancgraffal. Ebbdl kovetkezden az 1-es tipusu lancgrafokra kimondott, az alabbiakban bemutatott
tételek nem feltétleniil teljesiilnek a 2-es tipusra. Ezt a tényt az altalam ismert szakirodalom
teljesen figyelmen kiviil hagyja.

3.6.2 Paronkenti Markov-tulajdonsagok
Néhany feltételes fiiggetlenségi tulajdonsag definidlasaval kell kezdentink.

Ha a és f ugyanazon K; komponensbe tartozik, és az ket 6sszekotd vonal hianyzik, akkor a
két csucs feltételesen fiiggetlen komponensiikre és az Gsszes olyan komponenst feltéve, amely a
Ki-nek nem leszdrmazottja:

a L B{Ky(i)\B}. (24)

Ha a és f ugyanazon K; komponensbe tartozik, és az ket 0sszekdtd vonal hianyzik, akkor a két
csucs feltételesen fliggetlen az 0Osszes olyan komponenst feltéve, amely a K;-nek nem
leszarmazottja:

a Ll BI{K,, (i)\B}. (25)

Ha f a K,4(i) eleme (azaz az a K; komponensének nem-leszarmazottjai kozé tartozo
komponensbe tartozik), és a f-bol az a-ba mend nyil hianyzik, akkor a két csucs feltételesen
fliggetlen o komponensére €s az 6sszes, nem-leszarmazott komponenst feltéve:

a L BI{Ky, (1)\ B}, (26)
Ha f a K,(i) eleme (azaz az a K; komponensének nem-leszarmazottjai kozé tartozo

komponensbe tartozik), és a f-bol az a-ba mend nyil hianyzik, akkor a két csucs feltételesen
fliggetlen az Gsszes, nem-leszdrmazott komponenst feltéve:
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alB{K,(i)\B} (27)

Vegyiik észre, hogy az els6é és harmadik tulajdonsag csak abban kiilonbozik a masodiktol és a
negyediktdl, hogy az utobbiakndl az o-t tartalmazé komponens nem tartozik bele a
feltételhalmazba. Tovabba: ha 2-es tipust lancgrafrol van szo, ahol a komponensek teljesen
rendezettek, akkor a feltételben levé K, (i) és K, (i) halmazok a K, (i) és K, (i)

halmazokka egyszertisodnek.

Mint korabban, a lancgrafok definidlasakor az 3.2. fejezetben emlitettem, Wermuth és Cox
(pl. 2004) a 2-es tipust lancgrafok tovabbi specifikalasaként megengednek nem csak teli, hanem
szaggatott vonalakat ¢és nyilakat is. A fenti négy tulajdonsag felsorolasuk sorrendjében az 6
megfogalmazasukban a hianyzo teli vonal, hianyzo6 szaggatott vonal, hidnyz6 teli nyil ill. hidnyzé
szaggatott nyil esetéhez tartoznak.

E tulajdonsagok kombinalasaval négy fajta paronkénti Markov-tulajdonsag definialhato.

19. definici6 (LP1) Azt mondjuk, hogy a G graf mellett, az y halmazon értelmezett P

valészinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definialt 1-es tipusu pdronkénti Markov-
tulajdonsaggal, ha (24) és (26) teljestil.

Az ezzel a Markov-tulajdonsaggal definialt modelleket elsdként Lauritzen és Wermuth (1989)
illetve Frydenberg (1990a) tanulmanyozta, ezért a szakirodalom gyakran (pl. Andersson et al.,
2001, Drton, 2008) paronkénti LWF Markov-tulajdonsagként utal rd. A modellt Wermuth és Cox
(2004) teli vonalakkal és teli nyilakkal abrazolja, és blokk-regresszids (block-regression model)
vagy blokkolt-koncentréacios (blocked-concentration) modellnek nevezi®.

20. definici6 (LP2) A valdszinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definidlt 2-es tipusu
paronkeénti Markov-tulajdonsaggal, ha (24) és (27) teljesiil.

A szakirodalom (Andersson et al., 2001, Drton, 2008) paronkénti alternativ Markov-
tulajdonsagként, roviden AMP Markov-tulajdonsdgként wutal erre a tulajdonsagra. A
tulajdonsaggal definidlt modellt Wermuth és Cox (2004) teli vonallal és szaggatott nyillal
abrazolja, és koncentracid-regresszios (concentration-regression) modellnek nevezi.

21. definicié6 (LP3) A valdszinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definidlt 3-es tipusu
paronkeénti Markov-tulajdonsaggal, ha (25) és (26) teljesiil.

A (Wermuth és Cox jelolését kovetve) szaggatott vonallal és teli nyillal &brdzolhatd
modelleket Wermuth és Cox (2004) roviden emliti, Rudas, Bergsma és Németh (2009) pedig
részletesebben is targyalja.

22. definici6 (LP4) A valdszinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definidlt 4-es tipusu
paronkeénti Markov-tulajdonsaggal, ha (25) és (27) teljesiil.

Ezeket, a szaggatott vonallal és szaggatott nyillal dbrazolhaté modelleket Wermuth és Cox
(2004) tobbvaltozos regresszidos modelleknek nevezi. Richardson (pl. 2003) emlitendd itt még
meg, aki az IKG-knak egy sajatos altaldnositasaval, az irdnyitott kormentes keverék grafokkal

® Megjegyezném, hogy 6k ezt és a kovetkezd tulajdonsagokat is 2-es tipusi grafon definialjak.
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(acyclic directed mixed graphs) foglalkozik. Ezek a grafok a szokasos egyiranyt nyilakon kiviil
kétiranya (bi-directed) nyilakat (<) is tartalmaznak. Richardson ezeken a grafokon specialis
Markov-tulajdonsagokat vezet be, pl. az m-szeparacio kritériumat. Belathato, hogy a 4-es tipusu
paronkénti Markov-tulajdonsdggal adott modellek Richardsonnak az m-szeparacioval az
iranyitott kormentes keverék grafon definidlt modelljeivel tartalmazési kapcsolatban vannak.
Precizen: az m-szeparacidé implikalja a 4-es tipusi paronkénti Markov-tulajdonsagot, de a
forditott implikacidé nem all altalanossagban, csak a folytonos esetben, normalis eloszlast
feltételezve.”’

10. példa A négy Markov-tulajdonsag hasznalatara példaként tekintsiik az alabbi lancgrafot. (Az
egyszeriség kedvéért olyan grafot valasztottam, ami az 1-es ¢és 2-es tipusu lancgraf

crer

T1 TZ

O——m

7. abra. Egy lancgraf

LP1 mellet a grafmodell az alabbi feltételes fiiggetlenségek teljesiilésével ekvivalens:

B 1 D|CA,
C 1 A|BD,
D1 A|BC.

LP2 mellett hianyz6 nyil esetén a sajat komponensbeliek nem szerepelnek a feltételben, ezért
az utolso kettd allitas feltételhalmaza sziikiil:

BL1D|C4,
C 14,
D14

LP3 az LP1-hez képest a hidnyzo6 vonal esetén jelent sziikebb feltételhalmazt:
B1DJA,
C 1 A|BD,
D1 A|BC.

27 Richardson emlitését azért tartottam fontosnak, mert megkozelitését tobb helyen (pl. Wermuth, Cox, 2004)
Wermuth és Cox szaggatott nyilt és szaggatott vonalat tartalmazo modelljével azonositjak, pedig, mint azt a tétel
mutatja, nem 4ll fenn azonossag. A tartalmazasi tétel bizonyitasat Richardson egy nekem irt levelében vazolta, erre
itt nem térnék ki.
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LP4 pedig mind a hianyz6 vonal, mind a hidnyzo nyil esetére szlikebb feltételhalmazt jelent:

BL1D|A,
C 14,
D1A

Tehat az LP1 implikélja a ,,leginkabb feltételes” fliggetlenséget, LP4 a ,leginkabb marginalis”
fliggetlenséget, LP2 és LP3 pedig a kettd kozott van.

11. példa Ebben a példdban mutatom meg, hogy a 6. abra 3-as részhalmaza nem iires.
Definidljuk a G 2-es tipusu grafot a kovetkezOképpen: legyen 4, B és C a G graf harom csucsa,
tartozzanak mindharman ugyanahhoz a komponenshez, koziiliik szaggatott vonalak hidnyozzanak
(azaz értelmezziik a grafot az LP3 vagy LP4 mellett). Ekkor harom marginalis fliggetlenség all
eld:

AL B, A1C,B1LC.

Koénnyen belathatd, hogy ez a harom 4allitds nem allithaté elé 1-es tipusu lancgraf mellett.
Ugyanis a csucsok kozott nem huzodhat €l (hogy teljestiljenek az allitasok), ezért csak kiilon
komponensbe vehetjiik fel dket, tehat hidnyzo nyilakat kell definidlnunk. Ez a konstellacié mind
a négy paronkénti Markov-tulajdonsdg mellett harom feltételes (és nem margindlis!)
fliggetlenséget jelent:

ALB|C,ALC|B,BLC|A.

A marginalis ill. a feltételes fliggetlenségekkel definidlt modellek ténylegesen kiilonboznek

egymastol, hiszen az 1. tétel szerint az elébbi harom hatdshoz tartozé paraméter

(A8, A0, 255), az utdbbi négy hatdshoz tartozd paraméter (A5, A15C, A;5¢, A12<) O-ra

allitasaval definialhato.

Vegyiik észre, hogy az 1G-ken (az IKG-ken), mint specialis 1-es tipusu lancgrafokon az
iranyitatlan paronkénti (irdnyitott paronkénti) Markov-tulajdonsdgok ugyanazokat a feltételes
figgetlenségeket implikaljak, mint az LP1-LP4 barmelyike. Tehat ezek a modellek a korabbiak
altalanositasai.

Mint azt a 3.2. fejezetben mar megjegyeztem, a tobbi szerzovel ellentétben Wermuth és Cox
(pl. 1992) a legéltalanosabb esetben ugyanazon a grafon beliill megenged nem csak egyféle
vonalat és egyféle befelé mutatd nyilat tartalmaz6é komponenst, hanem ezek keverékét is. Ilyen
pl. az alabbi graf, ahol a masodik komponensen beliil szaggatott vonalak vannak, és teli nyilak
mutatnak bele, mig a negyedik komponensen beliil teli vonalak vannak, és szaggatott nyilak
mutatnak bele. Ezek a modellek nem tartoznak a fenti négy tipus egyikébe sem, és esetiikben
valoban sziikséges a teli/szaggatott megkiilonboztetés a megfelelé Markov-tulajdonsag
megadasahoz. Ezeket a grafmodelleket Rudas, Bergsma, Németh (2009) targyalja részletesebben.
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3.6.3 Lokalis Markov-tulajdonsagok
Frydenberg (1990a) vezeti be az LP1, Andersson et al. (2001) az LP2 lokalis megfeleldit.

23. definici6 (LL1) Azt mondjuk, hogy a G graf mellett, az y halmazon értelmezett P

valészinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definidlt 1-es tipust lokalis Markov-
tulajdonsaggal, ha

a L(Ky,(i)\cl(a))|bd(a), (28)
minden a csucsra, ami az i-vel indexelt komponenshez tartozik.

Azaz o feltételesen fiiggetlen minden vele Ossze nem kotott csucstol, ami a sajat
komponensében vagy egy azt nem kovetd komponensben van, a vele 6sszekotott csticsokra, mint
feltételre nézve.

Ezt a tulajdonsdgot LFW lokélis Markov-tulajdonsdgnak nevezik, és valoban az LWF
paronkénti tulajdonsag megteleldje, hiszen adott csucs az LP1 altal téle paronként fiiggetlennek

ey

24. definicié (LL2) Azt mondjuk, hogy a G graf mellett, az » halmazon értelmezett P

valdszinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definidlt 2-es tipust /lokalis Markov-
tulajdonsaggal, ha

a L (K (i)\el(a))|(K,, () Une(a)), (29)

illetve ha
a L(K,,(i)\ pa())| pa(a), (30)

minden a cslcsra, ami az i-vel indexelt komponenshez tartozik. Azaz az elsé feltétel szerint
(hidnyz6 vonal esete) o feltételesen filiggetlen minden vele Ossze nem kotott, sajat
komponensében levd csucstol, a komponensének nem-leszdrmazottjaihoz tartozé ill. a vele
0sszekotott sajat komponensbeli csticsokra, mint feltételre nézve. A masodik feltétel szerint pedig
(hidnyz6 nyil esete) o feltételesen fiiggetlen a sajat komponensének nem-leszarmazottjaihoz
tartozo, de vele 6ssze nem kotott csucsoktol, a sziileire, mint feltételre nézve.

Ezt a tulajdonsagot AMP lokalis Markov-tulajdonsdgnak nevezik, és valoban az AMP
paronkénti tulajdonsag megjeleldje, hiszen adott cstics az LP2 altal téle paronként fiiggetlennek
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crer

nyilvanitott csicsok uniojatol fiiggetlen, és hianyzd vonal esetén a feltételben sajat
komponensbeliek is szerepelnek, hidnyzo nyil esetén nem.

Definialhat6 lenne az LP3 és LP4 lokalis megfeleldje is, ezeket a szakirodalom azonban nem
emliti.

A péronkénti esethez hasonldan itt is konnyen belathato, hogy az 1G-ken (az IKG-ken), mint
specialis 1-es tipust lancgrafokon az iranyitatlan lokalis (iranyitott lokalis) Markov-
tulajdonsagok ugyanazokat a feltételes fliggetlenségeket implikaljak, mint az LL1-LL2
barmelyike. Tehat ezek a modellek is a korabbiak altalanositasai.

Itt is felmeriil az a még megvalaszolatlan kérdés, hogy vajon az 1-es illetve 2-es tipusu
lancgrafokon lokalis tulajdonsagokkal definialt modellek halmaza megegyezik-e.

A paronkénti esetben vizsgalt példara (7. abra) visszatérve, a graf az LL1 mellett az alabbi
feltételes fliggetlenségekkel ekvivalens:
BL1D|AC,
C L A|BD,
D1 AB|C,

mig az LL2 mellett az aldbbiakkal:

B 1 DJ|AC,
Cl4,
D1 A
Ha megnézziik, milyen modelleket kaptunk ugyanezen a grafon LP1 és LP2 mellett, akkor azt
latjuk, hogy az LP2 és az LL1 modellje megegyeztek, az LP1 az LL1-t8] pedig csak abban
kiilonbozott, hogy az eldbbi D L A| BC -t implikélta, az utdobbi D L AB|C -t. A két feltételes

fliggetlenség koziil a masodik implikalja az els6t (a 3.3 fejezetben felsorolt feltételes
fliggetlenségi tulajdonsagok koziil a C3 és C2 egymas utani alkalmazisaval), tehat az LL1
melletti modell implikalja az LP1 mellettit, mas szoval: az LL1 melletti sziikebb a masiknal,
almodellje annak. Viszont ha (C5%*) 4ll, akkor teljesiil, hogy

ha (D LB|AC ésD L A|BC), akkor D L BA|C.

Vagyis (C5%) esetén az LP1 ¢és LL1 melletti modellek ekvivalensek. Ez altalaban is igaz
(AMP, 2001):

13. tétel Barmely 1-es tipust lancgraf és barmely, y -en adott valdszinliség-eloszlas mellett

(LL1) = (LP1),
és

(LL2) = (LP2).

Az 1G ¢és IKG esetéhez hasonloan a (C5%*), vagyis specidlis esetként a pozitiv eloszlas itt is
ekvivalenciat implikal:
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14. tétel Barmely 1-es tipust lancgraf és barmely, y -en adott valosziniiség-eloszlas mellett, ha
(C5%) teljesiil, akkor (AMP, 2001)
(LLY)) < (LPY),
és
(LL2) < (LP2).

Mivel ezek a tételek az 1-es lancgrafok kontextusadban nyertek bizonyitdst, nem ismert, hogy a
2-es tipusu lancgrafokra is teljestilnek-e.

3.6.4 Blokk-rekurziv Markov-tulajdonsagok

A blokk-rekurziv Markov-tulajdonsdgnak nincsen megfeleldje az 1G-k és IKG-k esetére,
hiszen ez a tulajdonsag éppen a lancgrafok komponenseinek (masnéven blokkjainak) a rekurziv
strukturdjara éplilnek. Az aldbbiakban Drton (2008) munkdjara tdmaszkodom, ahol a szerzd
négyféle blokk-rekurziv Markov-tulajdonsagot kiilonboztet meg, a négyféle paronkénti

crer

Andersson et al. (2003), aki csak ezt a két tulajdonsagot targyalja, bevezeti azokat.
Ot feltételes fiiggetlenségi tulajdonsag definialasaval kell kezdeniink.

A komponensek, mint csicsok altal definidlt IKG-ra alkalmazzuk az iranyitott lokalis
Markov-tulajdonséagot, eszerint minden K; komponensre:

K, L(K,,()\K,, (i) K,,(i). 31)

Adott komponensen, mint irdnyitatlan grafon alkalmazzuk az iranyitatlan lokalis Markov-
tulajdonsagot azon a feltételes eloszlason, amit a komponenst kozvetleniill megel6z6
komponensekre (azaz a komponens sziileire), mint feltételre vesziink. Eszerint minden K;
komponensre és annak minden ¢ részhalmazara:

o L(K,\o\ne(o))|(K,, () Une(c)). (32)

Ha az eldbbi iranyitatlan lokalis Markov-tulajdonsag helyett annak azt a varidnsat vessziik,
amikor a feltételben nem szerepelnek a szomszédok, akkor minden K; komponensre és annak
minden o részhalmazara:

o L(K,\o\ne(c))|K,,(i). (33)
Az el6z6 két tulajdonsag vonallal 6ssze nem kotott csticsok fliggetlenségét allitotta. Nyillal
Ossze nem kotott csicsokra ismét kétfajta tulajdonsagot definidlunk, ezek kozott megint az lesz

csak a kiilonbség, hogy a sajat komponensbeli szomszédok szerepelnek-e a feltételben. Tehat
minden K; komponensre €s annak minden o részhalmazara:

O'J_(Kpa (i)\pa(a))|(pa(a)Une(a)), 34)

vagy
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o*J_(KW (i)\pa(o*))|pa(a). 35)
Most mar definialhatjuk a blokk-rekurziv Markov-tulajdonsag négy tipusat.

25. definici6 (LB1) Azt mondjuk, hogy a G lancgraf mellett, az y halmazon értelmezett P

valészinliségi mérték rendelkezik a lancgrafokra definidlt 1-es tipusu blokk-rekurziv Markov-
tulajdonsaggal, ha (31), (32) és (34) teljestil.

Ez a tulajdonsdg az LWF paronkénti tulajdonsag megfeleldje, hiszen a feltételhalmaz mind
hidnyz6 nyilak, mind hidnyz6 vonalak esetén tartalmazza a sajat komponensbeli szomszédokat. A
tulajdonsagot ezért LWF blokk-rekurziv tulajdonsagnak nevezik.

26. definici6 (LB2) A 2-es es tipusu blokk-rekurziv Markov-tulajdonsag (31), (32) és (35)
teljestilésével hatdrozhatd meg.

Ez a tulajdonsag az AMP paronkénti tulajdonsag megfeleldje, hiszen a feltételhalmaz hidnyzo
nyilak esetén nem tartalmazza a sajat komponensbeli szomszédokat. A tulajdonsagot ezért AMP
blokk-rekurziv tulajdonsédgnak nevezik.

27. definici6 (LB3) A 3-es es tipusu blokk-rekurziv Markov-tulajdonsag (31), (33) és (34)
teljesiilésével hatarozhat6 meg.

Ez a tulajdonsag az LP3 paronkénti tulajdonsdg megfeleldje, hiszen a feltételhalmaz hidnyzo
vonalak esetén nem tartalmazza a sajat komponensbeli szomszédokat.

28. definicio (LB4) A 4-es es tipusu blokk-rekurziv Markov-tulajdonsag (31), (33) és (35)
teljestilésével hatarozhato meg.

Ez a tulajdonsag az LP4 paronkénti tulajdonsdg megfeleldje, hiszen a feltételhalmaz sem
hianyz6 vonalak, sem hidanyz6 nyilak esetén nem tartalmazza a sajat komponensbeli
szomszédokat.

Az els6 két tulajdonsagot Andersson et al. (2001) definialta, a méasodik kettdt Drton (2008)
vezette be. A négy tulajdonsag mellett kapott modelleket Rudas, Bergsma €s Németh (2009) is
vizsgalja. Akarcsak a paronkénti esetben, itt is megjegyezhetd, hogy az elsé tulajdonsag implikal
»leginkabb feltételes”, a negyedik ,,leginkabb marginalis” feltételes fiiggetlenségeket.

A 7. é&bra visszatérve, nézziik meg most, hogy milyen modelleket definial blokk-rekurziv
tulajdonsagok mellett. A (31)-es allitas egyik tulajdonsdg mellett sem ad semmit. A tobbi allitas
az LBI1 esetén az alabbi feltételes fliggetlenségeket adja:

B1D|AC,
CD 1 A|B,
C 1 A|BD,
D1 A4|C.

Az LB2 pedig a kovetkezOket:
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BL1D|AC,
CD 1 4,
ClA,
D14,

Az LLB3 a kovetkezOket:
B1DJA,
CD 1 A|B,

C L A|BD,
D1 A4|C.

Az LB4 pedig az alabbiakat:

BL1D|A,
CD 1 4,
ClA,
DLA

Megjegyzés: az implikalt feltételes fliggetlenségek jo része redundans, mert a tobbiekbdl
kovetkeznek. PI.CD 1L 4 - C L A.

Ha megnézziik, milyen modellt definialt ugyanezen a grafon LP1-LP4 és LL1-LL2, akkor a
(C1)-(C4) feltételes fiiggetlenségi tulajdonsagok kihasznalasaval belathato, hogy a blokk-rekurziv
tulajdonsag mind a négy esetben implikalja a paronkéntit. Tovabba az LB1 implikélja az LL1-et
¢s az LB2 az LL2-t. A forditott irdny tartalmazas pl. az LB4 és LP4 kozott azért nem all fenn,
mert az elobbihez CD | A tartozik, az utébbihoz C 1 Aés D 1 A, és az utdbbiak altalanos
esetben nem implikaljak az eldbbit. Ez az implikécié az 3.3. fejezetben definilt (C6) tulajdonsag
alesete, amirdl ott mar megemlitettiik, hogy altalanos esetben nem teljesiil. Diszkrét valtozok
esetén még pozitivitds esetén sem all, teljesiil viszont a folytonos esetben egyiittes normalitas
esetén.

A példak az éltalanos eset 1ényegére mutatnak rd. Ugyanis a paronkénti, lokalis és blokk-
rekurziv tulajdonsagok tartalmazasi relacidir6l az alabbiak ismertek altalanos esetben:

15. tétel Az LWF Markov-tulajdonsagok esetén (AMP et al., 2001) 1-es tipusu lancgrafon
(LB1)= (LL1),

¢és (C5%*) teljesiilésekor, tehat pl. pozitiv eloszlasra az ekvivalencia is all:
(LBl) < (LLY).

16. tétel Az AMP Markov-tulajdonsagok esetén (AMP et al., 2001) 1-es tipust lancgrafon
(LB2)= (LL2),

¢és (C5%) és (C6) egyiittes teljestilésekor, tehat nagyon specidlis esetben all csak az ekvivalencia:
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(LB2) < (LL2).
17. tétel A 3-es és 4-es Markov-tulajdonsagok esetén (Drton, 2008) 1-es tipusu lancgrafon
(LB) = (LP),
¢és (C5%*) és (C6) egylittes teljesiilésekor teljesiil csak az ekvivalencia.

Tehat pozitiv diszkrét eloszlason az LWF blokk-rekurziv, lokélis és paronkénti modellek
ekvivalensek, de az AMP modell ill. a 3-es, 4-es blokk-rekurziv modellek valodi részhalmazai a
megfeleld paronkénti modelleknek. A paronkénti modellek kevesebb megkotéssel adhatok meg,
tehat tobb szabad paraméterrel rendelkeznek, igy a modell dimenzidja (ahogyan azt a 12.
definicioban, a 29. oldalon megadtuk) a paronkénti esetben nagyobb, mint a blokk-rekurziv
esetben.

Megjegyzés: folytonos esetben egyiittes normalitas esetén (C5*) és (C6) teljesiil, tehat ilyen
eloszlasokon elég a legegyszeriibb paronkénti modelleket tanulmanyozni.

3.6.5 Globalis Markov-tulajdonsagok

A lokalis tulajdonsaghoz hasonldéan a globalis tulajdonsag is csak az LWF és AMP esetben van
definidlva (Frydenberg, 1990a, Andersson et al., 2001), bar elképzelhetd lenne hasonlo
altalanositas a masik kettd esetben is. IG-k esetében a globalis Markov-tulajdonsag az elvalasztas
fogalmara épiilt. Iranyitott esetben ennek megfeleldjeként, tovabbra is az elvalasztast hasznalva
az IKG-hoz tartozé irdnyitatlan erkolcsos grafra vezettik vissza a tulajdonsagot. Most a
lancgrathoz tartoz6 iranyitatlan erkdlcsos vagy kibdvitett grafra fogunk hivatkozni.

29. definici6 (LG1) Azt mondjuk, hogy a G lancgraf mellett, az y halmazon értelmezett P

valdszinliségi mérték rendelkezik az I-es tipusu (vagy LWF) globdlis Markov-tulajdonsaggal, ha
a csucsok barmely (4, B,S) halmazharmasara, amelyek olyanok, hogy S elvélasztja 4-t B-t6l a

(G
grafban), fennall:

n(A0BUS) )m -ben (vagyis az AU B U S -t tartalmazo legkisebb 6shalmazhoz tartozd erkdlcsos

ALB|S.

30. definicié (LG2) Azt mondjuk, hogy a G lancgraf mellett, az » halmazon értelmezett P

valdszinliségi mérték rendelkezik az 2-es tipusu (vagy AMP) globdlis Markov-tulajdonsaggal, ha
a csucsok barmely (4, B,S) halmazharmasara, amelyek olyanok, hogy S elvélasztja 4-t B-t6l a

(G

grafban), fennall:

in(40BUS) )a -ben (vagyis az 4 U BU S -t tartalmazd legkisebb &shalmazhoz tartozé kibdvitett

ALB|S.

A paronkénti és a lokalis esethez hasonloan itt is konnyen belathato, hogy az 1G-ken (az IKG-
ken), mint specialis 1-es tipust lancgrafokon az iranyitatlan globalis (iranyitott globalis) Markov-
tulajdonsagok ugyanazokat a feltételes fiiggetlenségeket implikdljadk, mint az LGI1-LG2
barmelyike. Tehat ezek a modellek is a korabbiak altalanositasai.
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A két globalis tulajdonsag 1-es tipusu lancgrafon ekvivalens a megfeleld blokk-rekurziv
tulajdonsaggal, még altalanos esetben is:

18. tétel Az LWF ill. AMP Markov-tulajdonsagok esetén (AMP et al.,, 2001) 1-es tipust
lancgrafon
(LG)) < (LBY),
(LG2) < (LB2).
Osszefoglalva az eddigi ekvivalenciatételeket elmondhaté, hogy pozitiv diszkrét eloszlis

esetén a tizenhat elvileg kiilonb6z6 modellbdl tizenkettdt ismertet az irodalom, s ezek kozott az
ekvivalenciak miatt valdjaban csak hét kiilonb6z6 van, ahogyan az alabbi tdblazat mutatja:

2. tablazat. A lancgraf-modellek tipusai, kategorialis valtozok és pozitiv eloszlas esetén (=: ekvivalencia, =:
implikacié)

Tipus Markov-tulajdonsdag

1-es (LWF, leginkabb feltételes) Globalis = Blokk-rekurziv = Lokalis = Péaronkénti
2-es (AMP) Globalis = Blokk-rekurzivn =  Lokalis = Paronkénti
3-as Blokk-rekurziv. = Péronkénti
4-es (leginkabb marginalis) Blokk-rekurziv = Péaronkénti

A lancgraf-modellek definidlasanak lezardsaként nézziink most egy mobilitas-kutatasi példat,
a 7.1. fejezetben késdbb szereplé modellt, ami Ggy késziilt, hogy a klasszikus Treiman-modell
grafjdn végrehajtottam a Boguszak és tarsai (1990) altal Csehszlovakia esetére javasolt két
modositas egyikét. A graf eredeti alkalmazasi kontextusaban nem grafikus modellként volt
értelmezve, hiszen folytonos valtozokkal és ttmodellel kozelitették meg. Itt azt mutatom meg,
milyen jelentésbeli modosulast eredményezne, ha grafmodellként értelmeznénk. A graf
indoklasat, a modositas 1ényegét részletesen majd a 7.1. fejezetben irom le, a modell evoluciojat
¢s egyeb varidnsait pedig a 3.8.-ben. Itt csak a grathoz tartoz6 feltételes fiiggetlenségi allitasokat
vizsgalom meg.

~
EY

\ iy
]

Py

8. abra. Otvaltozos stituszelérési modell, lancgraf modellel (I: iskolizottsag, F: foglalkozas, I’: apa
iskolazottsaga, F’: apa foglalkozasa, J: jovedelem)

Vizsgaljuk meg, hogy a fenti hét modell koziil hany ténylegesen kiilonbozé modell
definidlhato itt. E18sz0r nézziik meg, van-e olyan cstcs, aminek a komponensében van mas csucs
is, és hianyzik egy belé¢ mutatd nyil vagy egy belefutd vonal. Az F ilyen (I’F nyil hidnyzik), de
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hasonld szerepli hianyz6 vonal nincsen. Tehdt nem mindegy, hogy az LWF vagy az AMP
tulajdonsagot hasznaljuk (ezek kiilonbozd feltételes fliggetlenséget adnak tobbcesucsu
komponensbe futdé hidnyz6 nyil esetére), de a 3-as és 4-es tulajdonsag ezekkel megegyezd
feltételes fiiggetlenségeket adna (mert ezek tobbcesticsi komponensbdl hianyzo vonalra adnanak
az LWF ill. AMP tipushoz képest mas feltételes fiiggetlenséget, de ilyen nincs). Tudjuk, hogy
LWF esetben a paronkénti, lokalis, blokk-rekurziv és globalis modellek megegyeznek, ezért
vegylik most a legegyszeriibb paronkénti tulajdonsagot. Ezzel az alabbi feltételes fliggetlenségek
olvashatok ki a grafbol:

JLI'|F'FI,
JLF'|I'FI, (36)
FLI'|F'IL

Az AMP tulajdonsagokrél tudjuk, hogy kozottik valdjaban csak két kiillonb6z6 van, a
paronkénti és a blokk-rekurziv. Az el6bbi a kdvetkezo fiiggetlenségeket adja:

JLI'|F'FI,
J LF'|I'FI, (37)
FLI'|F"

Vegyiik végiil az AMP blokk-rekurziv tulajdonsadggal megkaphato feltételes fliggetlenségeket:

J LF'I'|FI,
FLI'|F"

Az utdbbi allitasokrol belathatd, hogy megegyeznek a gratbol az AMP lokalis tulajdonsaggal
kapott allitasokkal. Az AMP lokalis modellek viszont ekvivalensek az AMP paronkénti
modellekkel, amibdl az kovetkezik, hogy a grathoz tartoz6 AMP modellek is mind megegyeznek.
Vagyis a grathoz csak két kiilonb6z6é modell tartozik: a (36) és a (37). Ezek pedig csak abban
kiilonboznek, hogy a foglalkozas és az apa iskolazottsaganak fliggetlenségéhez elég-e az apa
foglalkozasat feltenni (AMP), vagy az iskoldzottsagot is be kell-e vonni a feltételbe (LWF). Ha
grafikus modellel kozelitjiik meg tehat Boguszak et al. grafjat, akkor e koziil a két modell koziil
valaszthatunk.

3.7 A grafok és a feltételes fiiggetlenségek megfeleltetésének problémai:
ekvivalens grafok, ekvivalens Markov-tulajdonsagok

A grafok és a feltételes fliggetlenségi allitdsok megfeleltetésének kérdései kozé tartozik az az
egyszerlinek latszé probléma, hogy egy adott F' fiiggetlenség igaz-e az adott graf és az adott
Markov-tulajdonsag mellett. Itt a nehézséget az adja, hogy F nem feltétleniil adodik kozvetleniil a
grafbol a Markov-tulajdonsaggal kiolvashato fliggetlenségek L listdjanak tagjaként — lehet, hogy
nincs koztiik felsorolva, de azokkal ekvivalens, vagy azok kovetkezménye. Ennek beldtdsdhoz
fenti példainknal, a paronkénti, lokalis, blokk-rekurziv és globalis tulajdonsagok felhasznalasaval
adodé modellek 0Osszehasonlitdsanadl nem-trividlis esetben a (C1)-(C4) levezetési szabalyok
hasznalata is sziikséges volt. Mivel azonban a feltételes fliggetlenség, mint logikai rendszer nem
teljes (lasd a 3.3. fejezetet), el6fordulhat olyan eset, amikor az L—F belatdsdhoz a (C1)-(C4)
kozé nem tartozo, de egyébként igaz szabalyt kellene felhasznalni. Az L—F Gsszefiiggés tehat
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bizonyos esetekben bizonyithatd a négy levezetési szaballyal, de ha segitségilikkel nem sikertil
igazolnunk az Osszefliggést, az még nem feltétleniil nyer cafolatot. A nem-teljesség
meghatarozasabol adodoan ez a probléma sem a négy szabaly kibovitésével, sem azok
kicserélésével nem oldhaté meg.

Ezzel a nem-teljességbdl fakadd problémaval kapcsolatban az utdbbi két évtizedben fontos
eredmények sziiletettek. 1G-kre az LWF globalis tulajdonsag mellett (Frydenberg, 1990b), IKG-
kre szintén az LWF globalis tulajdonsag mellett (Geiger, Pearl, 1988), LG-kre az LWF (Studeny
and Bouckaert, 1998) és az AMP (Andersson et al., 2001b) globalis tulajdonsag mellett belattak a
teljességet, vagyis ezekben az esetekben a grafbol minden igaz feltételes fiiggetlenség
kiolvashato bizonyos szabalyokkal. Am ezek az eredmények nem feltétleniil igazak diszkrét
eloszlasokra megszoritva. A bizonyitasokban ugyanis legtobbszor azt mutatjdk meg (pl.
Andersson et al., 2001b, Geiger, Pearl, 1988), hogy minden grathoz van legalabb egy olyan
eloszlas, ahol a felsorolt allitdsok és csak azok igazak. Ezt konstruktiv modon, az eloszlas
eldallitasaval bizonyitjak, a konstrualt eloszlas viszont normalis. Diszkrét eloszlasu valtozokra
Meek (1990) bizonyitotta be, hogy a Pearl altal bevezetett d-szeparacioval (d-separation, a
feltételes fliggetlenségek kiolvasésara szolgald szabaly) az LWF globalis Markov-tulajdonsag
IKG-kon teljes. Masképpen fogalmazva: a d-szeparacid segitségével az IKG-bdl a globalis
Markov-tulajdonsdggal kiolvasott allitdsokbol logikailag kovetkezd valamennyi feltételes
fliggetlenség felsorolhatd. Az altalam ismert irodalom nem nyujt valaszt diszkrét valtozokon
értelmezett mas grafok és mas Markov-tulajdonsagok teljességének a kérdésére.

A kovetkezokben ennek a problémanak tovabbi altaldnos megfogalmazasait targyalom.
Elsésorban a problémak bemutatasa a célom, a kapcsolddd eredményeket, tételeket inkabb csak
illusztracioként kozlom. A kovetkezd négy problémat vazolom:

1. Két Markov-tulajdonsag ekvivalenciaja adott grafon

2. Két Markov-tulajdonsag ekvivalenciaja adott grafosztalyon
3. Két graf Markov-ekvivalencidja

4. Két grafosztaly Markov-elvivalencidja

Két Markov-tulajdonsag ekvivalencidja adott grafon. Mint azt kordbban, a kiilonb6z6
Markov-tulajdonsagok felhasznalasaval adodd modellek Osszehasonlitasanal lattuk, ugyanahhoz
a grathoz tartozd két kiilonbozé Markov-tulajdonsdggal definidlt modell ekvivalenciajanak
eldontése nem mindig egyszeri feladat. A modellek ekvivalencidjanak eldontését a grafbol a
Markov-tulajdonsagokkal kiolvashato két feltételes fiiggetlenség-lista ekvivalencidjanak
eldontésével végeztiik el, és ehhez nem-trividlis esetben a (C1)-(C4) levezetési szabalyok
hasznalata kellett. Itt is igaz az, amit fent irtam: a feltételes fiiggetlenség rendszerének nem-
teljessége miatt ez a mdodszer nem alkalmazhat6 altalanosan. A modellek ekvivalencidja tehat
néha ugyan bizonyithato, de nem cafolhat6 a négy levezetési szaballyal.

Két Markov-tulajdonsag ekvivalencidja adott grafosztalyon. A fenti kérdésnek a
grafosztalyokra altalanositott valtozata az, amikor adott grafosztalyon két kiilonb6zé Markov-
tulajdonsag ekvivalencidja a probléma: van-e minden G grathoz egy masik, ugyanebbe a
grafosztalyba tartoz6 G’ graf, hogy G az els6 Markov-tulajdonsag mellett ugyanazt a modellt
adja, mint G’ a masodik Markov-tulajdonsag mellett? Andersson et al. (2001) szerint a
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lancgrafokon az LWF- és AMP-tulajdonsagok nem ekvivalensek. Ugyandk a grafbol kiolvashato
(a graf cstcsainak ¢€s ¢éleinek bizonyos konfiguracioival megadhato) feltételekkel megadjak az 1-
es tipusu lancgrafoknak azt a részhalmazat, amin az AMP - ill. LWF-Markov tulajdonsagok mar
ekvivalensek.

Két graf Markov-ekvivalencidja. Az elsé esetben ugyanahhoz a grathoz tartozo két
kiilonb6z6 Markov-tulajdonsag ekvivalencidjanak eldontésérdl irtam. Egy forditott probléma két
kiilonb6zo graf ugyanazon tulajdonsag melletti ekvivalenciajanak a kérdése.

31. definicié Két grafot adott Markov-tulajdonsag mellett Markov-ekvivalensnek neveziink, ha
ugyanazt a modellt indukaljak.

Mig az IG-k Markov-ekvivalencidjanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a csucs- €s
¢lhalmazaik azonosak legyenek, addig az IKG-kre és LG-kre ez nem teljesiil: akkor is
egybeeshetnek a hozzajuk tartoz6 modellek, ha az ¢élek halmaza kiilonbozik (Andersson et al.,
1997). Frydenberg (1990a) adott a grafokbol kiolvashatd sziikséges és elégséges feltételt két
lancgraf LWF globalis Markov tulajdonsag melletti ekvivalenciajara. Hasonlé eredményt k6zol
Verma és Pearl (1990) IKG-kre.

Grafok Markov-ekvivalencidjanak a korébe tartozik az 1-es és 2-es tipust lancgrafok
problémaja is. Lattuk, hogy a két grafosztaly grafelméletileg valoban kiilonbozik: van olyan él- és
csucs-halmaz, ami az egyiknek eleme, a masiknak nem. Azonban ettdl fliggetlen probléma az,
hogy ugyanazon az ¢l- és csucshalmazon ugyanazzal a Markov-tulajdonsadggal definialt két
kiilonbozo tipusa lancgraf altal indukalt modell kiilonbozik-e. Tekintsiik pl. az alabbi, 2-es tipust
lancgrafot.

T1 T2

A grafbol az LP1-LP4 tulajdonsdg barmelyike mellett ezeket a feltételes fiiggetlenségeket
kapjuk: B 1 4, C L B| A. Ha viszont l-es tipusu lancgratként kezeljiikk az adott csucsokat és
¢éleket, akkor a harom cstics harom kiilon komponenst alkot. Ez az utobbi modell barmelyik
paronkénti tulajdonsag mellett a kovetkezd fiiggetlenségekkel azonos:
AL B, Bl A|C, CLB|A. Ez tobb megkotés, a modell ezért latszolag sziikebb, de a (21)-es
levezetési szabaly alkalmazéasaval kijon, hogy a plusz-megkotés a masik kettd implikaltja. Tehat
a két tipusu graf ebben az esetben Markov-ekvivalens.

Egy masik ide tartozo, a grafelméleti bevezetdben mar emlitett probléma, hogy a 2-es tipust
lancgrafok nem egyértelmiien feleltethet6ék meg IKG-knak. Az alabbi két graf ugyanannak az
IKG-nak kiilonb6z6 2-es tipusu lancgrafjai.

63



3. FEJEZET: GRAFIKUS MODELLEK

A 3B
B
]
D
A :B\
BN
=iy
’—;f_'___,_.-—""f
D.,-r

Az LWF péronkénti Markov-tulajdonsag mellett az elsé graf az alabbiakat adja:
CLA|BD,D1 A|B,D 1 B|A,
mig a masodik ezeket:
CLlLA|BD,D1 A,D1 B|A.

A két modell latszolag kiilonbozik, de a (21)-es levezetési szabaly alkalmazasaval a masodik
listabol

(DL A BLD|A)—> DL AB
all el6, amibdl (C3) és (C2) egymas utani alkalmazasaval
D1 A|B

kovetkezik. Tehat a két modell ekvivalens, igy a két graf is Markov-ekvivalens az LWF
paronkénti tulajdonsag mellett.

Két grafosztaly Markov-elvivalenciaja. Két graf Markov-ekvivalencidja mellett
beszélhetiink két grafosztaly Markov-ekvivalenciajarol is. A 3.6.1. fejezetben kitértiink az 1-es €s
2-es tipust lancgrafok osztdlyanak Markov-ekvivalencidjanak kérdésére. Ebben az esetben nem
két adott, csucs- ¢és ¢lhalmazuk alapjan Osszetartozd lancgraf modelljének paronkénti
ekvivalenciaja kérdéses, hanem a két tipusba tartozd lancgrafok altal indukalt modellek
halmazanak azonossaga. Elképzelhetd, hogy az els6 kérdésre ,,Nem” a vélasz, mig a masodikra
»lgen”. Ugyanis lehet, hogy van olyan 1-es tipust graf (G;), amihez olyan 2-es tipust G lancgraf
tartozik, hogy G, modellje nem ekvivalens G, modelljével, de talalhaté egy hozza egy masik 2-es
tipust lancgraf (Gj;), olyan, hogy G; modellje mar ekvivalens G,-ével.

Két grafosztaly ekvivalencidjanak kérdéséhez tartoznak Andersson et al. (1997, 2001)
eredményei: a grafbol kiolvashato sziikséges és elégséges feltételeket adnak arra, hogy az IKG-k
altal adott modellosztaly egybeessen az IG-k altal adott modellosztallyal — altalanos esetben
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ugyanis egyik sem tartalmazza a masikat, van modell, ami csak IG-vel, és van, amelyik csak
IKG-vel fejezheto ki. A lancgrafok modellosztalya viszont (LWF vagy AMP-Markov tulajdonsag
mellett) tartalmazza az IKG-két és IG-két is. Andersson et al. megmutatja azokat a feltételeket,
amiknek eleget tevo lancgrafok modellosztalya egybeesik az IKG-k ill. IG-k modellosztalyaval.
Ez utébbi bizonyos esetekben fontos kérdés lehet, hiszen ha kideriil, hogy egy lancgrathoz van
vele ekvivalens IKG, akkor a lancgraf-modell statisztikai elemzése jelentdsen egyszeriisodhet.

Ugyanakkor ezek a hétkoznapi gyakorlatban is fontos problémak, hiszen az adatainkhoz
illeszkedd graf kivalasztasanal megkeriilhetetlen kérdés, hogy vajon két kiillonb6zd graf tényleg
kiilonb6z6 modellt definidl-e adatainkon, €s ha igen, akkor melyik feltevésében kiilonbozik
valojaban a kéznél levo két modell. Ugyancsak fontos kérdés, hogy kiilonbdzik-e a valasztott graf
mellett két kiilonb6zé Markov-tulajdonsaggal definidlt modell. Az alabbi szocioldgiai példaknal
is latni fogjuk, hogyan meriilnek fel ezek a problémak az alkalmazasokban.

3.8 Szocioldgiai példak grafikus modellekre

Az aldbbiakban a két talan legismertebb szocioldgiai grafmodellt, a Blau-Duncan ¢és a
Wisconsin modellt, illetve varidnsaikat vizsgdlom majd részletesebben. A modellek eredeti
alkalmazasi kontextusukban nem minden esetben voltak grafikus Markov-modellként értelmezve,
ehelyett legtobbszor folytonos valtozokkal és utmodellel kozelitették meg Oket. Az utmodellek
linearis regresszios egyenletek rendszereként definialhatok, ahol a fliggd valtozok azok, ahova él
mutat a grafban, a fiiggetlen valtozok pedig azok, ahonnét az ¢élek kiindulnak. A fiiggd ¢és a
fliggetlen valtozok kozotti kapcsolatot magyarazzuk meg direkt és indirekt hatdsokra torténd
felbontassal, ugy, hogy a fiiggd és a fiiggetlen valtozok kozotti korrelaciot bontjuk fel a koztiik
htzodo grafbeli utaknak megfeleltethetd tagokra. Ez a megkozelités azonban, mint ahogyan azt
majd a 6.1.4. fejezetben részletesebben is kifejtem, nem koveti a grafikus modellek
alapgondolatat. Grafikus modellekben az ¢l torlése ugyanis feltételes fiiggetlenséget implikal, de
ez altaldnos esetben nem 4all az Utmodellekre: Ossze nem kotott valtozopar feltételes
fliggetlensége utmodellek esetében nem kell, hogy teljesiiljon egyetlen feltételhalmaz mellett sem

Az aldbbiakban azt mutatom meg, milyen jelentésbeli mddosuldsokat eredményezne, ha
grafikus modellként értelmeznénk az emlitett klasszikus grafokat. Ennek haszna abban 4ll, hogy
minden statisztikai modell esetében, akar illeszkedik az adatokhoz, akar nem, érdemes kissé
eltérd modellek illeszkedését is megvizsgalni. Ugyanennek az elvnek a kdvetésével bemutatom
azt is, milyen kovetkezményekkel jarnak atalakitasaik (0j élek bevondsa, élek torlése, nyil
vonalra vagy vonal nyilra cserélése). Latunk olyan példat, amikor az atalakitassal sziikkebb vagy
tagabb modellt kapunk, és latunk olyan példat is, amikor a graf atrajzolésa ellenére a modell
valtozatlan marad. Megvizsgdlom azt is, hogy kiilonbozé Markov-tulajdonsagok alkalmazasa
esetén kiilonbozik-e a kapcsolodd modell is. A két modell vizsgalata sajat alkalmazésaim kozott a
disszertacio végeén is szerepel.

A kovetkezOkben a talan legismertebb szociologiai grafmodellnek, a klasszikus Blau-Duncan
modellnek az irodalomban eléfordul6 kiillonb6z6 variansait mutatom be. Az eredeti modell (Blau,
Duncan, 1967) az aldbbi 9. abra baloldali grafjaval &brazolhat6. Blau és Duncan célja a
statuszelérési folyamat, ezen belill az iskoldzottsag kozvetitd szerepének leirasa volt. A modell
valtozoi a kovetkezok: I: apa iskolazottsaga, F: apa foglalkozasa, I: iskolazottsag, F;: elsd
foglalkozas, F: jelenlegi foglalkozas. Az F”’ ¢és az I’ kdzott nem nyil, hanem kettésnyil szerepelt
az eredetiben. Ennek indoklasa az volt, hogy a két valtozd nem csak azért korreldl, mert az egyik
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hat a masikra, hanem azért is, mert kozos okok huzdédnak meg mogottiik: az apa elsé foglalkozasa
¢s az apa apjanak foglalkozasa ill. iskolai végzettsége. Itt ennek megfeleléen vonalat hiiztam
kozéjiik, de konnyen belathato, hogy a modellt definiald feltételes fiiggetlenségekre nincs hatasa
annak, hogy itt nyil vagy vonal szerepel®®, ezért nyil feltételezésével graf tulajdonképpen IKG-
ként is kezelhetd. Tegylik most ezt, fogjuk fel a grafot IKG-ként, és értelmezziik a globalis
Markov-tulajdonsag mellett! Az alabbi feltételes fliggetlenséget kapjuk:

FF, LI'|F'I (38)

Vagyis a modell alapveté mondanivaldja, hogy az apa iskoldzottsaga kozvetleniill nem
befolyasolja az utdd foglalkozasat, csak kozvetve, az iskolazottsagon keresztiil. Blau €s Duncan
funkcionalista magyarazata erre az volt, hogy a modern iparosodas a hatékonysagon alapul, ami
egyfajta univerzalismust kivan meg: a legképzettebb embereket iilteti a legfontosabb pozicidkba.
A tarsadalmi pozicid elérésénél a megszerzett (achieved) tulajdonsagok tehat fontosabbak az
orokolteknél (ascribed).
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9. abra. Az eredeti Blau-Duncan modell (1967), és annak Boguszak et al. (1990) altali médositasa két 1épésben

Boguszak et al. (1990) Csehszlovakia esetére vonatkozdan két ponton javasolta modositani a
fenti modellt, a 1épésenkénti valtoztatasrol lasd a fenti 9. dbra kozépso €s jobb oldali grafjat. Az
elsd valtoztatds a jelenlegi foglalkozds ¢és az iskoldzottsdg kozotti egyirdnya kapcsolat
kétiranyusitasa, ennek indoka az, hogy a pozitivan diszkrimindlt, vezetd poziciokba juttatott
politikailag megbizhatd, de iskoldzatlan munkaerét késébb gyakran mégis beiskolaztak.
(Boguszak et al. érveirdl bdvebben az alkalmazdsok kozott, az 7.1. fejezetben.) Grafikus
modellként értelmezve a grafot, az igy lancgrafta alakul, mert az [ és F, egy komponensbe kell,
hogy tartozzon. Viszont az Fj-et is be kell vonnunk ebbe a komponensbe, hogy ne alakuljon ki
félig-iranyitott kor. Mivel a komponensek teljesen rendezettek és egyenként 0Osszefliggd
részgrafot alkotnak, a graf 2-es tipusu lancgrafként is egyértelmiien all eld, vagyis nem szamit,
hogy a grafot l-es vagy 2-es tipust lancgraftként kezeljiik. Az abra kozépsé grafjabol az

?8 Ismét hangsulyoznam, hogy ez a graf grafikus modellként torténd értelmezése mellett igaz. Nem érinti tehat azt a
kérdést, hogy a grafot utmodellként értelmezd Blau-nak és Duncan-nek az F’I’ él irdnyitatlansagara vonatkozo
dontése is semmitmondd volt-e. Zardjelben megjegyzem azért: az Utmodell egyiitthato-egyenleteinek felirasabol
konnyen belathat6, hogy az volt.
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ekvivalencia-tételek haszndlataval a kiilonb6z6 Markov-tulajdonsagok mellett adédé modellek
kore haromra sziikiil. Ha a grafot LWF modellként értelmezem, akkor a blokk-rekurziv Markov-
tulajdonsag mellett az a

FF, LI'|F'I (39)

allitast adja, a paronkénti Markov-tulajdonsag mellett pedig az ezzel a 2. tablazatba foglalt
ekvivalencia-tételek szerint ekvivalens

F, LI'|F'IF,
(40)
F, LI'|F'IF
allitasokkal adhaté meg. Ez a modell az eredeti Blau-Duncan modelltdl abban kiilonbozik, hogy
itt az elsO foglalkozés €s az apa iskolazottsaganak fiiggetlenségéhez a jelenlegi foglalkozast is be
kell vonni a feltételbe, ami nem biztos, hogy szerencsés feltevés. Ha AMP blokk-rekurziv
modellként értelmezem a gréafot, akkor az

FF, LI'|F' (41)

allitast kapom. A (39)-es és a (41)-es modell kozotti kiilonbség 1ényegi: a masodik azt mondja,
hogy az apa iskolazottsaganak nincs direkt hatdsa az elsd és jelenlegi foglalkozasra, ha az apa
foglalkozéasan keresztiil gyakorolt kozvetett hatast kisziirjiik (értsd: ha az apa foglalkozaséat egy
konkrét értéken rogzitjiik). Az elsé modell szerint ugyanez akkor igaz, ha az utdd iskolazottsagan
¢és az apai foglalkozéason keresztiil gyakorolt kdzvetett hatasokat sziirjiik ki (azaz ha a két utobbi
valtozot egyszerre rogzitjiik egy-egy konkrét értéken). Az utdobbi modell nem szigoribb az
elsénél, hanem mast mond, tehat egyik modell sem almodellje a masiknak.

Végiil az AMP paronkénti Markov-tulajdonsag szerint az alabbi fiiggetlenségek olvashatok ki
a grafbol:
FLI'F",
(42)
F, LI'|F"

Ennek a modellnek az el6z8 almodellje, mert er6sebb megszoritasokat tartalmazott.

Ha (38)-at 0sszevetjiik (39)-cel, (41)-gyel ill. (42)-vel, lathatjuk, hogy az eredeti Blau-Duncan
modell ekvivalens az els6é, LWF lancgraf-modellel (az LWF Markov-tulajdonsag mellett nincs
hatdsa a modellre a graf valtoztatdsanak), viszont a masik két modellel nem 6sszehasonlithatd —
sem nem sziikkebb, sem nem bdvebb azokndl. Ez azért elényds, mert illeszked6 modell
keresésekor rosszul illeszkeddo modell esetén érdemes vele Ossze nem hasonlithatora térni,
ahelyett, hogy automatikusan bdévitenénk a modellt.

Buguszak et al. masodik véltoztatési javaslata szerint az apa iskoldzottsdganak direkt hatasa is
van a jelenlegi foglalkozasra, mivel a magas iskoldzottsdgl apaktdl szarmazo, egyébként
negativan diszkrimindlt utodok munkéba allasukat kovetden mégis sikerrel érvényesiiltek a
munkaerdpiacon (a kulturélis toke €s az érvényesiilési torekvés atorokitése folytan). A grafbol (9.
abra jobb oldali grafja) egyetlen nyil hidnyzik, az I’ és F; kozotti. A kiilonb6z6 Markov-
tulajdonsagok mellett adodé modellek kore itt kettére sziikiil; ha LWF modellként értelmezem,
akkor az
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F LI'|F'IF, (43)
allitassal adhaté meg, ha AMP modellként, akkor az
FLI'F (44)

allitassal. A nyil behuzasanak a (39)-re, (42)-re ill. (44)-re gyakorolt kovetkezménye egyarant az
volt, hogy bovebb modellt kaptunk: az eredeti Blau-Duncan modell a mddositott modellnek
almodelljét képezi.

A Blau-Duncan modell egy variansa a 10. dbra bal oldali modellje is. Eredeti forrdsa Duncan
et al. (1968), de Donald Treiman (1970) tette ismertté, akinek modernizacids hipotézise szintén
ezen a modellen beliil fogalmazodott meg (errél bovebben lasd a 7.1. fejezetet). A valtozok kore
nem tartalmazza az elsé foglalkozast, viszont a jovedelmet (J) igen. A jobb oldali graf a
Boguszak et al.-féle modositasok bevezetésébdl adodik. Most nem mutatom be 1épésenként a két
modositast, mert azt mar megtettem korabban: az [F nyil vonalra cserélésébdl adodo grafot a
3.6.5.-ben vizsgaltam. Az 7.1. alkalmazis e két modell illeszkedését veti Ossze 1992-es
nemzetkdzi adatokon.

F F F W F

e
/ A ,//H

10. abra. Az eredeti Blau-Duncan modell egy variansa (Duncan et al., 1968, Treiman, 1970), és a modellre
alkalmazva Boguszak et al. (1990) médositasait

A bal oldali graf ismét tekinthetd IKG-nek, a lokalis Markov-tulajdonsag alapjan a kovetkezd
feltételes fliggetlenségi allitasokkal:
JLI'F'|FI,

45
F1LI'VF'I 43)

A a 3.6.5. fejezetben lattuk, hogy az IF nyil vonalra cserélésébdl adodd graf LWF modellként
(36) megegyezik ezzel, AMP modellként (37) azonban kiilonbozik t6le. A nyil-vonal csere utan
az I'F nyil behtuzasat is elvégezve kapjuk a jobb oldali grafot, ami barmely Markov-tulajdonsag
mellett ezt adja:

JLF'I'|FI,
tehat ennek az eredeti Treiman-modell almodellje.

A Blau-Duncan modell a statuszelérési folyamatot és benne az iskolazottsagnak a csaladi
hattér atorokitésében jatszott kozvetitd szerepét irja le, a folyamat leglényegesebb faktorainak
kiemelésével. Nem jeleniti meg viszont a modell azokat a mechanizmusokat, melyek révén a
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statuszelérési folyamatban a csaldadi hattér hatdsa ténylegesen mikodik. Ezeknek a
mechanizmusoknak a feltarasa volt Sewell €s Shah (1968) célja, amikor az 6rokolt eréforrasok
genetikai és szocialpszichologiai tényezdit is bevontak modelljiikbe. A gyermekek szemében
fontos személyek hatasdnak (az aldbbi modellben a sziil6i biztatasnak) a megjelenitésével
modelljiik az iskolai teljesitmény mogott allo motivaciok fontossagat hangsulyozza.

Az aldbbi példa Wisconsin kozépiskoldsainak korében 1957-ben folytatott klasszikus
vizsgalatabol szarmazik, azota sokan mdasok Ujraelemezték (Fienberg, 1980, Whittaker, 1990,
Spirtes et al., 1993, Heckerman et al., 1999). Sewell és Shah vizsgalata kés6bb longitudinalis,
tobb évtizedes kutatdssa boviilt, az itt bemutatott modellnek az elért foglalkozassal is kibdvitett
valtozata Wisconsin modellként valt ismertté. A Wisconsin modell a Blau-Duncan modellhez
hasonldan kozismert a szocioldgidban, eredetileg ugyancsak folytonos valtozokkal, utelemzéssel
kozelitették meg, és szintén sok variansa sziiletett. A most bemutatott els6 modellvaltozatban a
felsdfoka tovabbtanulas (F) meghatarozé tényezdi a nem (N), intelligencia hanyados (/), sziil6i
biztatds (S) és tarsadalmi hattér (7). Az adatok megtaldlhatok az alkalmazéasok kozott, a 7.3.
fejezetben. Sewell és Shah az alabbi ok-okozati sémat rendelte az adatokhoz”:

Mem

Imtellige ncia SzllGi hiztatas _y Felsdfoki tervek

Tarsadalmi hattér

Fienberg (1980) ujraclemezte az adatokat, mégpedig két logit-modellként tekintve azokra,
ahol az § ill. az F adjak a fliggd valtozokat, magyarazo valtozoik pedig a fenti sémaban oket
megeldz6 valtozok. Az altala preferalt modell nem grafikus modell.

Grafikus modellként is elemezték mar az adatokat. A legjobban illeszkedd IKG grafot kereso
algoritmusok alkalmazasi példai kozott gyakran szerepel ugyanis ez a példa, az alabb bemutatott
grafot (11. abra) Spirtes et al. (1993) is egy ilyen algoritmussal kapta. Az altaluk keresd
algoritmussal végignézett grafoknak meg kellett felelniiik annak a kikotésnek, hogy olyan
sorrendjét adjak a valtozoknak, mely nem mond ellent a kézenfekvd ({7, I, N}, S, F) sorrendnek
(itt az els6é harom valtozd kozott nincs rendezés). Az igy kapott ,,legjobb” modell a fels6foku
tovabbtanulassal kapcsolatos elhatarozas kialakulasat reprezentalja, objektiv tényezOktol
kiindulva az azoktol fiiggd pszicholdgiai faktorokon at, mélyebb betekintést engedve ebbe a
folyamatba annal, mint ha csak a szokott modon (pl. logisztikus regresszi6 alkalmazasaval) az
elhatdrozéast, mint fliggd valtozot, az Osszes tobbi valtozot, mint azonos szintli magyarazo
valtozot tekintenénk. Ezt a mélyebb betekintést segiti példdul, hogy a sziil6k biztatasanak
meghatarozo faktorairol is képet kapunk, vagy az intelligencidnak a tovabbtanulasi tervekre
gyakorolt direkt (minden mas faktortol fliggetlen) és indirekt (a sziil6i biztatdson keresztiil
érvényesiild) hatasat is el tudjuk kiiloniteni.

% Ez eredeti értelmezésében persze nem grafikus modell, nem alkalmazhat6 ra Markov-tulajdonsag, inkébb csak egy
logikai séma.
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Mem

Irtellige ncia SZOIG hiztatas _y Felsifoki tervek

Télﬂdalmi hattér

11. abra. Felso6foku tovabbtanulasi tervek kialakulasa, IKG (Spirtes et al., 2003)

A modell IKG modellként értelmezhetd lokalis (ez a 11. tétel szerint a globalissal ekvivalens)
vagy paronkénti Markov-tulajdonsagok mellett is, de mivel pozitiv eloszlast feltételezhetiink, a
két tulajdonsag a 12. tétel szerint ekvivalens. A kdvetkezo feltételes fliggetlenségek allnak el a
lokalis esetben (csak a nem-redundansakat felsorolva):

N LIT, F LN|TIS. (46)

A masodik 4allitas adja a modell 1ényegi mondanivaldjat: a felséfokt tovabbtanuladsi szandék
fliggetlen a nemtdl, ha a tobbi tényezd hatdsat kiszlirjiik. A lanyok és a fitk azonos mértékii
ambiciokkal birnak, de esetleg a lanyokat kevésbé biztatjak, mint az azonos képességli €s azonos
tarsadalmi hattérrel bir6 fitkat, ezért tlinhet gy az FN marginalis kapcsolatbol, hogy a lanyok
kevésbé ambiciozusak. A modell illeszkedésének vizsgalata megtaldlhatdé az alkalmazasok
kozott, a 7.3. fejezetben.

A graf atalakitdsainak kovetkezményeit bemutatando: ha tordlnénk a 77 nyilt, feltételezve,
hogy a tarsadalmi hattér nem befolyasolja a gyerekek képességeit, akkor egy sziikebb modellt
kapnank a (46)-nak a T 1/ megszoritassal torténd kiegészitésével. Ha viszont a jelenlegi
modellhez még hozzdadnank az N—F nyilat, feltételezve, hogy a nemnek a sziildi biztatastol
fliggetleniil is van hatdsa a tovabbtanulésra, akkor bovebb modellt kapnank, a (46)-bol a masodik
allitast torolve. A jelenlegi modellben az S—F nyilat vonalra is cserélhetnénk, egyfajta
visszacsatolast feltételezve, miszerint a felséfoku tervek megjelenése fokozza a sziil6i biztatast.
Ekkor lancgrafmodellt kapunk, négy komponenssel, ahol az S és az F ugyanabba a komponensbe
tartozik. Valasszuk ennek a modellnek a megadasahoz a lancgrafoknak az 1-es tipusét30, hogy
alkalmazhassuk a 18. tétel szerinti ekvivalencidkat! Mivel a grafban nincsen hidnyz6 vonal, ezért
a Markov-tulajdonsagok négy fajtdjabol csak kettd kiilonbozik ténylegesen, az LWF és az AMP.
Az eloszlas pozitivitdsdnak feltevése mellett az LWF tulajdonsagrdl tudjuk, hogy paronkénti,
lokalis, blokk-rekurziv és globalis tipusa ekvivalens. Valasszuk pl. a lokalis tipust. (28) szerint
éppen a (46)-ban felsorolt feltételes fiiggetlenségek olvashatok ki a grafbol. Tehat hidba cseréltiik
a nyilat vonalra, a kapott modell az LWF tulajdonsag mellett valojaban ugyanaz. Nézziik most az
AMP tulajdonsagot! Ennek két nem-ekvivalens tipusa van, de konnyen belathatd, hogy ezen a
lancgrafon e két tipus is ugyanazt a modellt indukalja. Nézziik tehat pl. a blokk-rekurziv tipust!
Az aldbbi nem-redundans fliggetlenségeket kapjuk a 26. definicio6 alapjan:

N LIT,F LN|TI (47)

3% A 2-es tipus mellett harom kiilsnboz6 grafot kaphatnank, attol fliggéen, hogy az N-t, mint komponenst a T elé, a T
és [ kozeé, vagy az I és S kozé tessziik.
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Az IKG-hoz tartoz6 (46) és a lancgrathoz tartozo (47) a masodik allitas feltételhalmazaban
kiilonbozik egymastol. Tehat az AMP tulajdonsag mellett a nyil vonalra cserélésének a modellt
tekintve ez a kovetkezménye.

Emlitettem, hogy Spirtes et al. a ({7, I, N}, S, F) sorrendet el6feltevésként hasznalta. Vele
szemben Heckerman et al. (1999, szintén grafikus modell-megkozelitésben) ezt a rendezést
elofeltételezte: ({7, N}, {I, S}, F). Bayes-féle megkozelitést haszndlva, a paraméterek egy
konkrét a priori eloszlasat feltételezve kerestek az IKG-k koziil legjobb modellt. A masodik
legjobban illeszkedd modelljiilk megegyezik Spirtes €s tarsaiéval, de a legjobban illeszkedd
modelljiik olyan, amit Spirtes et al. nem enged meg: az IS nyil irdnyitdsa naluk megfordul: a
sziil61 biztatds hatarozza meg az intelligenciat. Szerintik ez az ok-okozati viszony is
elképzelhetd, én azonban a lancgraf-modell eszk6zének birtokaban azt gondolom, hogy itt nyil
helyett éppen a kétféle irdny egyforma plauziblitdsa miatt inkabb vonal lenne a megfeleld
megoldas. Igy az alabbi modellt kapnank LWF Markov-tulajdonsag mellett:

NLT,ILN|TS, FLN|TIS,

¢s az alabbit AMP Markov-tulajdonsag mellett (ezen a grafon az LP2, LL2, LB2 és LG2
tulajdonsagok ekvivalensek):

NL1T,ILN|T,FLN|TIS.

Az alkalmazasok kozott, a 7.3. fejezetben Spirtes et al. eredeti modelljének és annak egy
lancgraf-variansanak illeszkedését hasonlitom majd dssze.
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4 GRAFIKUS MODELL MARGINALIS MODELLKENT KATEGORIALIS
ADATOKON

Az el6zé fejezetben targyalt grafikus modellek paraméterezése képezi ennek az 1j
eredményeket kozl0, ezért talan a legfontosabb fejezetnek a targyat. Mint a 2.3. fejezetben lattuk,
a paraméterek jO6 megvalasztdsa Iényegi kérdés, ezen mulik példaul a modellek
interpretalhatosaga, sot létezése is. Vannak a specidlisan a grafikus modellekre érvényes
paraméterezési szempontok is: (1) egy grafikus modell ezeknek a paramétereknek bizonyos
egyszerii megszoritasaival (altalaban néhany paraméter nullara allitasaval) adhatdo meg. Tovabba
(2) azokban a gyakori esetekben, amikor a cél egy jol illeszkedd graf (azaz az ezaltal prezentalt
modell) ¢élei (a modellben szerepld hatasok) elhagyhatosdganak a tesztelése, akkor ezt a
paraméter-megszoritasok fokozatos feloldasaval (stepwise - 1épegetve) érhetjiik el. Ugyanennek a
az esetnek a megfeleldje, amikor rosszul illeszkedd graf javitdsa a cél, és bizonyos ¢lek
behuzasanak hatdsat teszteljik a paraméter-megszoritdsok fokozatos feloldasaval. Végiil (3) a
Mindhédrom esetben azon mulik az eredményiink, hogy a tabla paraméterezése milyen
paramétereket tartalmaz. Nem megfeleld paraméterezés esetén eldfordulhat, hogy (1) nem
vilagos, a modellt hogyan, a paraméterek milyen megszoritasaval definialhatjuk, (2) a Iépegetds
modszer egyes 1épéseinél az ¢l elhagyasat/behuzasat nem tudjuk, hogyan feleltethetjiik meg a
paraméterek megszoritadsanak/feloldasanak, (3) a modellhez tartozo eloszléds paraméterei nem a
modellezett jelenség minket érdekld jegyeihez tartoznak.

A grafikus modellek feltételes fliggetlenségi allitasokkal adhatok meg. Ezek a feltételes
fliggetlenségek a valtozoknak csak bizonyos részhalmazait érintik, ezért a modellek nem a teljes
egyiittes eloszlasra, hanem csak a megfelel6 marginalis eloszlasokra vonatkozd megkotésekkel
adhatok meg. Ha loglinearis paraméterezésben gondolkodunk, ezek a megszoritasok egyszerre
tobbfajta marginalishoz tartoz6 paraméter megszoritasat igénylik, a hagyomanyos loglinearis
keretben tehat nem fejezhetdk ki. Természetesen adddik hat, hogy margindlis loglinearis
paraméterekkel paraméterezziik oket. Az alabbi fejezet tehat azon a kiinduloponton nyugszik,
hogy a kategorialis valtozokon értelmezett grafikus modellek marginalis loglinearis modellek. Az
elézo két, marginalis ill. grafikus modellekkel foglalkozo fejezet eredményeit ezért kdzvetleniil
fel fogjuk hasznalni.

4.1 Egy elézmény: Goodman modositott itmodellje

A probléma megoldasdnak elézményeként szokas hivatkozni a Goodman (1973) altal
bevezetett modositott utmodellt (modified path model), ami ugyan nem grafikus modell, de
valoban, sok szempontbol rokonithat6 a grafikus modellekkel. Az alabbiakban Vermuntra (1996)
tamaszkodom a Goodman-modell interpretalasdban, mert az 6 megkozelitése kicsit altalanosabb,
mint az eredeti.

Vermunt is megemliti, hogy a Goodman-féle modositott itmodell segitségével a lancgraf-
modellek is paraméterezhetdk. (Vermunt, az altala hivatkozott forrdsok alapjan itt vélhetden csak
az LWF Markov-tulajdonsdg mellett értelmezett lancgrafokra gondol.) Goodman a feltételes
fiiggetlenségeknél altalanosabb megszoritasok paraméterezhetdségét célozta modelljével, ezt az
alabbi, Vermunt-t6l vett példan mutatom be.
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Tekintsiik az alabbi grafot.

N

12. abra. Modositott utmodell

Az abra értelmezése a kovetkezd. A nyillal 0sszekotott valtozok kozott kozvetlen kapcesolat
van, a nyil hidnya (paronkénti) feltételes fliggetlenséget jelent. A nyilak &ltal meghatarozott
sorrend kauzalis sort jelol. A BD és CD nyilak ponttal dsszekotése azt jelzi, hogy a B és a C D-re
gyakorolt hatdsa interakcioban van. Az AE BE és DE nyilak ugyanakkor pl. nincsenek ponttal
0sszekotve, ami az interakcid hianyat jelzi: az 4, B és D mindegyikének van hatdsa E-re, de ezek
a hatasok egyenként fiiggetlenek attél, hogy a masik két valtozé melyik kategoridjaban vagyunk.
Tehat a D az A-tdl, a B-t6l, a C-t6l és a BC interakciotol fiigg, az E az 4-tol, a B-tdl és a D-tdl, az
F pedig a B-tdl, a C-t6l, a D-tdl és az E-t6l. Vegyiik észre, hogy grafikus Markov-modellekkel a
ponttal 6sszekotott és dssze nem kotott nyilak kozti kiillonbségtétel nem volt kifejezhetd. Az A, B
és C kozotti kettds nyil azt jelzi, hogy sem kauzalis sorrendjiik, sem egyiittes eloszlasuk nincs
specifikalva.

Ha 7apeaer jeloli annak valosziniiségét, hogy A=a, B=b, C=c, D=d, E=e, F'=f, akkor a valtozok
kauzalis sorrendje felhasznalhatd arra, hogy ezt az egyiittes valosziniiséget marginalis és
feltételes valosziniiségek szorzatara bontsuk (Goodman, 1973):

ﬂ-ahcdef = ﬂ-abc ﬂ-d\abc ﬂe\abcd ﬂ-f\abcde . (48)

Ezen a mddon kozvetlenill is kifejezhetd, hogy egy valtozo értéke csak az 6t megeldzd
valtozok értékeitdl fiigg. Am ez még csak az elsé 1épés a valtozok kapcsolatanak
specifikalasaban. A kovetkezd 1épésben az is meg kellene jeleniteniink, hogy az adott valtozo
melyik korabbi valtozéval van tényleges kapcsolatban, és melyikkel nem. Ehhez fel kell
hasznalnunk azt a tételt’’, hogy valtozok feltételes fiiggetlensége ekvivalensen definialhaté a
stiriségfiiggvény alabbi felbonthatosagaval (pl. Lauritzen, 1990):

X 1Y |Z < f(x]y,2)= f(x]2).
Ezt a gratbol kiolvashat6
ELC|ABD, F 1 A| BCDE (49)

! Ez a tétel az Gsszevonhatosagi elmélet (collapsibility theorem) kovetkezménye (Bishop et al., 1975). Az elmélet
szerint ha 4 és B feltételesen fliggetlen C-re nézve, akkor az AC hatas egyarant becsiilheté az AC és az ABC tablabol
is, vagyis az ABC tabla marginalizalhat6 (6sszevonhat6) a B-re nézve.
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paronkénti feltételes fliggetlenségek felhasznalasaval (48)-ra alkalmazva az alabbi kifejtést
kapjuk:

T avedef = TCave™ djabe’C elaba”® flpede* (50)

Ha csak feltételes fliggetlenségi allitasaink lennének, a modell igy mar megadhatd lenne.
Azonban tovabbi specifikalas sziikséges amiatt, hogy magasabbrendii interakcidokat a modell nem
enged meg. gy a kifejtés egyes tagjai tovabb egyszeriisitheték. Ez a feltételes valdsziniiségek
logisztikus modellként torténd paraméterezésével oldhatdé meg:

exp( Z A (iL )j

T, = LeABC , L#D, iy =(a,b,c), (51)
S.o0 T 40
Lc ABC

exp (/1;3@ (d)+ A5P (a,d) + 25P (b, d) + ALEP (¢,d) + A%P (b, c, d)) )
7Z- abc = b
TN exp (PP (d)+ AP (ad) + Ay (b.d) + A (ead) + Apy (boe.d) )

exp( 4”7 () + A" (a,€) + 2,27 (b,e) + A" (d,e) )

T, . = ,
TN exp(A27 (e)+ Al (a.e) + Ag” (be)+ A (d.e)

o em(HT DA ) A e )+ A5 )+ 25 (e ))
flbede
Y e (AT () + AT b, )+ AT (e, )+ AT (A )+ A (e, )

.(54)

Lathatd, hogy azok a A0"“'(xy), X e{D,E,F}, Y < pa(X) loglinearis paraméterck

vannak a kifejtésekbdl elhagyva, amiknek az értéke nulla a magasabbrendii interakcioknak a
modellbdl tortént eltavolitasa miatt. A grafra visszapillantva lathato, hogy egyediil B-nek és C-
nek a D-re gyakorolt egyiittes hatdsandl enged meg a modell masodfokiindl magasabb foku

hatast, ez a A" (b,c,d) (52)-ben torténd szerepeltetésével egyenértékli. Az E-re és F-re

gyakorolt hatasok kozott nincs interakcio, ezért az (53) és az (54) csak masodfokt hatasokat
tartalmaz.

Ezek a logisztikus modellek kdnnyen atirhatok hagyomanyos loglinedris modellekké. Tehat
Goodman-nél a modell specifikalasa tobb kiilonbozé marginalis tdblahoz tartozd marginalis
loglineéris modell egytittes specifikalasaval oldhaté meg. Ebben az esetben ezek a tablak az ABC,
ABCD, ABDE és BCDEF marginalisokhoz tartoznak.

Goodman megoldasédban tehat tobb ,kicsi” almodellbdl épiil fel a ,,nagy”. A log-linearis
paraméterek és a vart cellagyakorisdigok maximum likelihood-becslésekor ezutan Goodman
bizonyitasa szerint elegendd az almodellekre kiilon becsléseket végezni. Ez abbdl adodik, hogy a
likelihood almodell-specifikus tényezdkre bonthatd, melyek kiilon-kiilon maximalizalhatok.

Goodman tehét az iranyitott kdrmentes grafmodelleknél altalanosabb modellosztalyt targyal,
de megkozelitése valoban jo kiindulopont lehet a grafikus modellek paraméterezéséhez.
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Megoldasat érdemes lenne a disszertacid korabbi fejezeteinek keretei kozé helyezni, ezt kisérlem
meg a tovabbiakban.

A strtiségfiiggvény (50)—ként valo eloallithatosaga, azaz a

P(V)= HP(a | pa(r)), ahol V' az Osszes valtozod halmaza (55)

asl

kifejtés, masnéven faktorizacido létezése iranyitott kormentes grafokon maga is Markov-
tulajdonsagként definidlhatd (pl. Lauritzen, 1990). Ez a faktorizacios tulajdonsdg IKG-k és
kategorialis valtozok esetén a globalis és lokalis Markov-tulajdonsagokkal ekvivalens. Tehat ha
modelliinket az adott graf mellett ezen Markov-tulajdonsagok valamelyikével értelmezziik, akkor
valdban eldallithatd a stiriségfiiggvény az (55)-ben jelolt szorzat alakban. Tudjuk, hogy a
paronkénti Markov-tulajdonsag a lokalisnal bévebb modellosztalyt hataroz meg, de (C5*) mellett
egybeesik a két modellosztaly. Tehat a stiriségfiiggvény csak akkor faktorizalhato, ha a (C5%),
vagyis pl. a pozitivitas teljesiil az eloszlasra. A faktorizacié megfeleldje 1G-k €s LG-k esetén is
létezik, mindkét esetben®” implikélja a globalis Markov-tulajdonsagot, és (C5%) mellett egybeesik
vele. Tehat a faktorizacio alapjan a fenti példat talan altalanositani lehetne 1G-kre és LG-kre is.

Am a fenti heurisztika megvalésitdsakor tobb probléméba iitkoziink. Még IKG-k esetén és a
(C5*) mellett sem olyan egyszer(i a paraméterezés, mint azt a példa lattatja. A valtozok rendezése
ugyanis nem teljes. Ezért kérdéses, hogy két Gssze nem hasonlithatd csucs koziil melyiket
valasszuk a (48) egyenlet felirasakor. Pl. az alabbi irdnyitott kormentes graf esetén

B rD - F

13. abra. IKG (Rudas, Bergsma, 2004)

paronkénti Markov-tulajdonsag mellett tobbek kozott ez a két allitas teljesiil a modellre:

C L E| 4BD,

(56)
E 1 C| ABDF.

Hogy az elsé allitast beleépithessiik egy, az (50)-esnek megfeleld faktorizacidba, az alabbi két
valdszinliség valamelyikének szerepelnie kellene egy, a (48)-asnak megfeleld faktorizacioban:

ﬂ-c\abde > ﬂe\abcd .

3% Lancgrafokra a faktorizacios tulajdonsag csak LWF Markov-tulajdonsag mellett volt vizsgalva (Lauritzen, 1996),
és az ekvivalencia érvényessége is csak az LWF globalis tulajdonsag mellett ismert.
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Hasonloan, a masodik allitas beépithetéségéhez az alabbi két tag valamelyikének kellene
szerepelnie a faktorizacioban:

T gabedr > 7 clabder -

Nyilvanvalo, hogy egyszerre nem tudjuk a két kivanalmat teljesiteni. Pl. 7z, €és 7., nem

szerepelhet egyidejlileg a (48)-asnak megfeleld faktorizacioban, mert az elsé tag szerint az £ a C
eldtt van a csucsok rendezésében, a masodik szerint éppen forditott a helyzetiik. A problémat az
okozza, hogy C ¢és E nem Osszehasonlithatd csucsok a grafbol adodo részbenrendezés szerint.
Megjegyezném, hogy ugyanez a probléma all fenn 1-es tipusu LG-k esetén is, ahol a faktorizacid
a komponenseken, mint csucsokon definidlt IKG alapjan miikodhetne, de a komponensek
rendezése nem teljes.

Tovéabbi komoly problémak is eléallnak. Ha a modositott utmodell példdjaban, a (49)-ben
szerepelt feltételes fliggetlenségek paraméterezését kozvetleniil az (50)-es faktorizaciora épitjiik,
akkor az alabbi marginalis loglineéris paraméterek paraméterezik a modellhez tartozé eloszlast,
vagyis ezek a szabad paraméterek:

A18¢ 3450y  4pC,
A25PF )V < ABD, (57)
Ao P W < BCDE.

Am kérdés, hogy melyek a rogzitett paraméterek. Adodna, hogy tovabbi paraméterekkel
kiegészitve teljessé tehetnénk a paraméterezést, és e kiegészitd paramétereket kellene megkotni,
mégpedig minél egyszeriibb modon, pl. 0-ban rogziteni. Csakhogy a teljessé tétel nem csak egy
moédon képzelhetd el. Nem feltétleniil igaz, hogy barmelyik teljessé tételbol adodo kiegészitd
paramétereken valoban a 0-ban rogzités adja a kelld6 modellt. Tovabba az is kérdés, hogy a

tobbfajta elképzelhetd mod koziil van-e akar egy is, amely a 2.3. fejezetben felsorolt jo
tulajdonsagokkal (pl. rendezett dekomponalhatosag) rendelkezik.

[lusztraljuk ezeket az alapvetd problémakat egy egyszerii IKG modellel:
A—» (B —»C
A (48) megfeleldje ez lenne:
Tabe = TCalCp)a”C clab>
amibe a modellt definidlo C L 4| B allitast beépitve a (50)-es megfeleldjét kapjuk:
Toape = T TChaT o

A faktorizaci6 altal kozvetleniil adott szabad paraméterek ezek:

A A AB AB
YEN S ]

CB CB
'AB ’Z’C ’ ﬂ’CB :

Ha a teljessé tételhez az AC és ABC marginalisokat vonjuk be, akkor az alabbiak a kotott
paraméterek:
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2 A,
mig ha csak az ABC marginalist haszndlom a teljessé¢ tételnél, akkor a kovetkezok:

ABC ABC
/IAC 4 /IABC °

A masodik megoldasnal valoban azok a paraméterek allnak elé kotott paraméterként, amiknek
0-ként valo eloirasat a C L 4| B teljesiiléséhez az 1. tétel is megkivanja. Raadasul az igy kapott
teljes paraméterezés hierarchikus és rendezett modon dekompondlhatod is, ami, mint lattuk,
Bergsma ¢és Rudas (2002) szerint a paraméterezes jo tulajdonsagait implikalja.

Az els6 megoldas viszont, ha a kotott paramétereket 0-ban rogzitettnek tekintjiik, nem adja a
CLA|B-t, mert a Aj.¢ paraméter nincs O-ra allitva. Viszont az Aj- igen, tehat 4 és C
margindlis  fliggetlensége (sziikségteleniil!) része a modellspecifikacionak. Tovabba a
paraméterezés nem rendezett modon dekomponalhatd. Tehat ha a A, A/n. paraméterekkel

definidljuk a modellt, akkor nem O-ra allitast, hanem valamely mas, bonyolultabb megszoritast
kell alkalmaznunk, rdadasul a paraméterek (mivel dekomponélhaték rendezett mdodon) nem
lesznek variaciosan fliggetlenek.

Vagyis a fenti heurisztika nem elég — nem csak a szabad paraméterek megadéaséara, hanem arra
is kell szabaly, hogy mik a kotott paraméterek, €s hogy azokra milyen megkotések érvényesek.

Végiil még egy lényeges, mar érintett problémat emlitenék. Kézenfekvd lenne, és a modell
interpretalhatdsagat szolgalnd, ha a kotott paraméterek és a modell altal implikalt feltételes
fliggetlenségek kozvetleniil megfeleltethetok lennének egymasnak. Ez azonban ezzel a
modszerrel, mint a legutols6 példanal lattuk, nem mindig teljesiil.

A fentickben a Goodman-fele, faktorizaciora ¢épilé paraméterezéssel —kapcsolatos
megkeriilhetetlen, 1ényegi problémakra mutattam példakat. Osszefoglaloan, ezek a problémadk a
kovetkezok:

1. a (48)-as faktorizacid6 megfeleld eldallitdsa az IKG csucsainak részbenrendezettsége
miatt nem mindig kivitelezhetd kozvetleniil,

2. a kotott paraméterek eldallitdsa nem egyértelmii, és nem mindegyik eldallitas olyan,
hogy a kotott paraméterek 0-ban vald rogzitése adna a modellt, illetve

3. nem mindegyik eldéallitds mellett feleltethetok meg a modellt definiald feltételes
fiiggetlenségek ¢és a kotott paraméterek kdzvetleniil egymasnak, végiil

4. a paraméterezés elonyos tulajdonsiagainak (pl. rendezett dekomponalhatosag)
teljestilése nincsen garantalva.

Az utdbbi probléma fontossagat kiilon kiemelném. Koradbban lattuk, hogy adott paraméterezés
kapcsan alapvetd kérdés, hogy 1étezik-e egyaltalan a paraméterekkel definialt modell / sima-e a
paraméterezés / variacidsan fliggetlenek-e a paraméterek / érvényesek-e a standard aszimptotikus
tételek? A 2.3. fejezetben lattuk, hogy a margindlis loglinearis paraméterezés, amilyen a
Goodman altal ajanlott is, altalanos esetben nem rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. Egy
megfeleld paraméterezés konstrudlasakor tehat explicit valaszt kellene adni ezekre a kérdésekre.
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4.2 Az altalanos megoldas: grafikus modellek marginalis loglinearis
modellekkeént

Bergsma ¢és Rudas (2002, lasd a 2.3. fejezetet) jol hasznalhato altalanos feltételeket adott a
legutobb felsorolt kérdések (simasag, létezés stb.) megvalaszolasara. A tovabbiakban vazolt
megkozelités Goodman megoldasanak olyan atalakitasa, ami ezeknek az altalanos feltételeknek
megfeleld paraméterezést allit eld. Rudas és Bergsma (2004) emliti ezt a lehetdséget a marginalis
modellek néhany gyakorlati alkalmazasat bemutat6 cikkében, irdnyitott kormentes grafokra és a
beldliik kapott utmodellre Rudas, Bergsma és Németh (2006) ill. Németh, Rudas és Bergsma
(2006) alkalmazza, lancgrafokra Rudas, Bergsma ¢s Németh (2009) éltalanositja.

Az alabb bemutatott paraméterezések a Goodman-féle faktorizaciobol kapott paraméterek
tobbi problémajatol is mentesek lesznek, tételesen

1. mint latni fogjuk, l1étezik megoldas az iranyitott kormentes grafok paraméterezésének
az el6zd fejezetben bemutatott, a cslicsok részbenrendezettségébdl fakadd
problémadjara,

2. a grafikus modell mindig a kotott paraméterek 0-ban vald rogzitésével all majd elo,

3. a modellt definidlo feltételes fliggetlenségek és a kotott paraméterek kozvetleniil
megfeleltethetdk lesznek egymasnak, sot, a paraméterezés a faktorizacids modszerrel
szemben nem az eloszlas paraméterezésébdl, hanem éppen ellenkezdleg, a
fiiggetlenségek paraméterezésébdl indul majd ki.

Bergsma ¢és Rudas (2002) irdsdnak a kovetkezOk szempontjabol relevans tételeit
Osszefoglalva: a paraméterezés simasagahoz, az aszimptotikus tételek teljesiilésé¢hez és a modell
dimenzidjanak (a valdszintiséghanyados proba szabadsagfokanak) az ismeretéhez hierarchikus és
teljes paraméterezés kell. A modell 1étezéshez pedig elég, ha az iires halmaz csak egy marginalis
mellett szerepel hatdsként. Tehat minimalisan ezeknek az eldirasoknak megfeleld paraméterezést
probalunk a tovabbiakban konstrudlni. Ha taldlunk ilyent, akkor a paraméterek akkor és csak
akkor fliggetlenek variacidsan (vagyis nagysaguk akkor értelmezhetd jol egymashoz képest), ha
rendezett médon dekomponalhatok.

Altalanos eljarast egy rendezett médon dekomponalhat6, hierarchikus és teljes paraméterezés
megkonstrualasara csak az IG-k és IKG-k esetén tudok majd mutatni. A lancgrafoknal néhéany
problémat mutatok majd, mely a kézenfekvd modon adodéd hierarchikus paraméterezés utjaban
all, és jelzem majd, mely almodellek esetén nem lehetséges elvileg sem hierarchikus
paraméterezés létrehozasa. Egyedi esetekben persze a lancgrafokra is taldlhat6 jo paraméterezés,
erre is latunk majd példat.

Lattuk, hogy Goodman modositott Utmodellje a magasabbrendli hatasok elhagyasat is
lehetdvé tette, tehat az IKG-nal 4ltalanosabb modell volt. E fejezet Utmodellek c. alfejezetében a
grafikus modelleknek erre a modositasara (IKG utmodellek), és a kapott modellosztaly
paraméterezésére is latunk majd megoldast.

A fejezetben targyalt, valamely teljes P halmazhoz tartozé paraméterezésrél mindig
feltessziik, hogy az a marginalis loglineédris modellek targyaldsanal ZP -vel jeldlt paraméterezés,
vagyis az ott latott modon a redundans paraméterek elhagyasaval jott 1étre.
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4.3 A feltételes fliggetlenségek és a paraméterek megfeleltetésének problémai

Az eldz6 fejezetekben lattuk, hogy a modellbdl adodo feltételes fiiggetlenségek €s a kotott
paraméterek kozvetlen megfeleltethetosége kivanatos lenne. E cél érdekében a grafikus modellek
margindlis loglinearis paraméterekkel torténd felparaméterezésekor kiindulopontunk az 1. tétel
lehet, amely az X LY |Z feltételes fiiggetlenségnek az X UY U Z marginalison beliili

paraméterezését adja meg. Kézenfekvd lenne a tétel alkalmazasaval a grafikus modellt Ggy
paraméterezni, hogy az altala implikdlt F;, F, .., F, feltételes fiiggetlenségeket a nekik
megfeleld M;, M,, ..., M, marginélison beliil paraméterezziik. Azonban ha - Bergsma ¢és Rudas
tételeit alkalmazva — hierarchikus és rendezett moédon dekomponalhatd paraméterezést szeretnénk
elérni, az ezen a médon nem mindig lehetséges.

Egy példaval szemléltetném ezt a problémat. Az alabbi, kordbban mar latott IKG lokalis
Markov-tulajdonsag mellett a kovetkezo feltételes fiiggetlenségeket implikalja:
C 1L BDE | 4,
D 1 C| AB,
E 1 ABCF | D, (58)
F 1 ABE|CD,
Bl C|A

Bo a0 E

rD rF

m

14. abra. IKG (Rudas, Bergsma, 2004)

Az elso fiiggetlenség eléréséhez a CE hatast az ABCDE marginalison beliil, a harmadik
fiiggetlenség eléréséhez pedig az ABCDEF marginalison beliil kellene 0-va tenni. Vagyis az igy
adodo paraméterezés nem hierarchikus, hiszen ugyanannak a hatasnak két kiilonbozé marginalis
mellett is szerepelnie kellene.

Ugyanakkor az is igaz, hogy a (21)-es levezetési szabaly haszndlataval belathatd, hogy az elsé
¢s a harmadik feltételes fiiggetlenség 4talakithatd tigy ekvivalens mddon, hogy a CE hatds mar
ugyanazon marginalis mellett szerepeljen mindkét esetben:

C LBDE|A<(CLE|ABD ésC LBD|A),
F L ABE|CD < (CLE|ABD ¢ E L AB|DésF LE|D).

79



4. FEJEZET: GRAFIKUS MODELL MARGINALIS MODELLKENT KATEGORIALIS ADATOKON

tehat a CE szerepetetése megoldhatd. Arra azonban nincs garancia, hogy ez minden esetben
alkalmazhat6 megoldas. Nem feltétleniil igaz, hogy ha két feltételes fliggetlenség ilyen modon
itkozik, akkor levezetési szabalyokkal megfeleld modon atalakithatok lennének (erre latunk majd
példat a nem sima lancgraf-modellekkel kapcsolatban). S6t meg kell emliteni a feltételes
fliggetlenségi rendszer nem-teljességét is: a (C1)-(C4) levezetési szabalyok nem minden esetben
elegenddek két, egyébként ekvivalens allitas ekvivalencidjanak bebizonyitasara.

Ugyanez a graf alkalmas egy masik problémanak az illusztralasara is. Az AE hatés szerepel az
elsé feltételes fliggetlenséghez tartoz6 ABCDE marginalisban ¢és a harmadik feltételes
fliggetlenséghez tartoz6 ABCDEF marginalisban is. Ha hierarchikus paraméterezést szeretnénk
eléallitani, akkor a marginalisok olyan rendezésére lenne sziikség, ahol az ABCDE koradbban
szerepel, mint az ABCDEF. Ekkor azonban, megint a hierarchikussag érdekében, az AE hatast a

ABCDE
AAE

korabbi marginalis mellett kell szerepeltetniink ( ), szabad paraméterként, tehat az AE nem

ABCDEF ABCDEF
XME ﬂ’AE

szerepelhetne a késdbbi marginalis mellett hatasként formaban, pedig a

paraméterre sziikségilink van, hiszen O-ra kellene allitanunk az 1. tétel miatt.

Egy, a fentihez hasonlé ad hoc megoldas ezt a problémat is megoldja. A harmadik
fliggetlenség a (21)-es levezetési szaballyal felbonthatd:

E 1 ABCF|D < (E L AB|D ésE LCF|ABD),

az EA itt mar az elsé fliggetlenség margindlisdnal kisebb marginélis mellett szerepel, vagyis az
elé helyezend6 a hierarchikus rendezésben. Ennek a megolddsnak az 4ltalanositasaval
kapcsolatban természetesen a fent leirt problémak szintén fennéllnak.

E problémakra is megoldast fogunk mutatni a kdvetkezdkben IKG esetére. Mint majd latni
fogjuk, a megoldas azon alapszik, hogy a feltételes fliggetlenségek nem csak egyenként, az 1.
tétellel paraméterezhetok, hanem van moéd a  graf struktarajat  kihasznaldé  kozvetlen
paraméterezésre is.

Van azonban olyan probléma is, amire jelenleg még nincs megoldéas. Ide tartoznak a
lancgrafoknak az eldbb mutatottakhoz hasonlod, a hierarchikus paraméterezést akadalyozé
problémai. Problémas a lancgrafok rendezett modon dekomponalhatdé paraméterezésének a
megtalalasa is, sOt azoknak a modelleknek a megadasa is, amelyek paraméterezhetdk igy. A fenti
moédon, a feltételes fiiggetlenségek egyenként torténd paraméterezésével pl. a 2-es tipusu
lancgrafbol, ahol egyetlen komponens van harom 6ssze nem kotott csticesal, és a modellt a 3-as
tipusu paronkénti Markov-tulajdonsag mellett definidljuk, a kovetkez6 hérom marginalis
fliggetlenség kaphato:

ALlB,B1C,AL1C.

Ezek az AB, BC és AC marginalisokon beliil paraméterezédnének, amiknek nincsen rendezett
moédon dekompondlhaté rendezése. Nyitott kérdés, hogy van-e a modellhez mas, problémamentes
paraméterezés, illetve, hogy fellép-e ugyanez a probléma 1-es tipust lancgrafnal is.
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4.4 Irényitatlan grafok

Az elobb emlitett problémak egyike sem 1ép fel az iranyitatlan grafra épiild, pozitiv eloszlast
feltételezd modellek esetén. Ilyenkor ugyanis az a fent vazolt Otlet, miszerint az 1. tétel
segitségével egyenként paraméterezziikk a modell altal implikalt F;, F, .., F, feltételes
fiiggetlenségeket, kozvetleniil alkalmazhatd, hiszen a nekik megfeleld0 marginalisok
megegyeznek.

Ezt mutatjuk meg részletesebben is a kovetkezokben. A 10. tétel alapjan pozitiv eloszlas
mellett (vagy altalanosabb esetben a (C5*) teljesiilésekor) a lokalis, paronkénti és globalis
Markov-tulajdonsagok ekvivalensek. Tehat hasznalhatjuk pl. a paronkénti Markov-tulajdonséagot,
ami szerint (lasd a 13. definiciot) barmely «, f 0ssze nem kotott csucspar feltételesen fiiggetlen

az 0sszes tobbi csucsot feltéve, azaz:
aJ_,B|V\{a,,B}.

Ez a fiiggetlenség a V' margindlison belill defnidlt loglinearis paraméterezésben az 1. tétel
szerint akkor és csak akkor teljesiil, ha

A =0, VLeP(V)\(P(V\a)UP(V\ B)).
Most
P(V)\(P(V\a)UP(V\B))={auBuy|yeV\a\p},

tehat minden olyan hatds értéke 0, amely a V' a-t és f-t tartalmazd részhalmazaihoz tartozik.
Béarmely mas paronkénti feltételes fiiggetlenség hasonlé mddon, ugyancsak a V' margindlison
beliil paraméterezhets. gy a fiiggetlenségek unidja egyszeriien a kiilon-kiilon kapott O-
paraméterek unidjaval adhaté meg, ezek kozott a kozés marginalis miatt nem I€phet fel az el6z6
fejezetben mutatott inkompatibilitds. Mivel a paraméterezésben egyetlen marginalist hasznalunk,
a V-t, tulajdonképpen hagyomanyos loglineéaris modellt kapunk.

Ebbdl mar kozvetleniil adodik a jol ismert tétel (pl. Lauritzen, 1996):

19. tétel Pozitiv eloszlas feltételezése mellett barmely, iranyitatlan graffal definidlt modell
megadhato az alabbi loglinearis paraméterekre tett megszoritasokkal:

A, =0, minden L cstcshalmazra, ami nem teljes részgrathoz tartozik.

A nem-nulla paraméterek, amelyek természetes médon a nullparaméterek teljessé tételével
adodnak, paraméterezik a modellhez tartozé eloszlast. A redundans paraméterek elhagyéaséaval
kapott

A=A LV}
hagyomanyos loglineéaris paraméterezésen beliil tehat egyszerlien megadhatok az 1G modellek.

Ez a paraméterezés, mint a 2.1. fejezetben mar lattuk, varidcidosan fiiggetlen, sima, a modell
1étezése és a standard aszimptotikus tételek alkalmazhatdsaga mindig garantalt.
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4.5 Irényitott kormentes grafok

Az alabbiak, hacsak nem jelzem masként, Rudas, Bergsma és Németh (2006) munkajara
épiilnek.

A 4.3. fejezetben felvillantott paraméterezési problémak jo része IKG modellekre
vonatkozott, ami azt mutatja, hogy az IG-kre jol mikodd megoldéds, miszerint az 1. tétel
segitségével egyenként paraméterezziik a modell altal implikdlt F;, F, ..., F, feltételes
fliggetlenségeket, itt kozvetleniil nem alkalmazhat6. A probléma forrasa az, hogy az IKG-kra
érvényes Markov-tulajdonsagok kiillonb6z6 margindlisok mellett adodnak. A megoldast
Lauritzen et al. (1990) egy tétele nyujtja, amely az iranyitott lokalis Markov-tulajdonsagnak egy
ekvivalens, és a paraméterezésben jol hasznalhato alternativajat adja.

Ehhez definidljuk az IKG cstcsainak egy rendezését:

32. definici6 A G iranyitott kormentes graf cstcsainak egy rendezését jolrendezésnek (well-
numbering) nevezziik, ha barmely a, S csucsra:

a< f=aend(p),

azaz a nyilak mindig a sorban korabban levé csticsokbol mutatnak a késébb levd csticsokba.

Konnyen belathato, hogy barmely IKG-hoz adhat6 ilyen jolrendezés. Vegyiik észre, hogy egy
a csucsot megel6zd csticsok kozott nem minden nem-leszdrmazott szerepel, de a sziileinek
mindegyike szerepel koztiik.

Jeloljik Vi-vel a V cstcshalmaz jolrendezésében az i. csucsot, Vi<-vel az 6t megeldzo
csucsokat, Vi-vel a sorban ndla nem késébbi csucsokat. A jolrendezéssel a lokélis Markov-
tulajdonsag egy variansa definialhato:

33. definicié (IJL) Azt mondjuk, hogy a G IKG mellett, az y halmazon értelmezett P

valoszinliségi mértek rendelkezik az iranyitott jolrendezési lokadlis Markov-tulajdonsdaggal, ha
barmely V; csucs feltételesen fiiggetlen a jolrendezésben 6t megel6zd csucsoktol a sziileit feltéve:

Vi LV \ pa(V)| pa(V)).
Vagyis a lokalis tulajdonsagban, a
V, L(nd(V,)\ pa(¥,))| pa(V,)

formuldban szerepld nem-leszarmazottak helyett a jolrendezési tulajdonsag csak a rendezésben
korébbi nem-leszdrmazottakat veszi. Lauritzen et al. (1990) tétele szerint ez nem jelent tényleges
valtoztatast:

20. tétel IKG grafon az irdnyitott lokalis és az iranyitott jolrendezési lokalis Markov-
tulajdonsag ekvivelens:

(IL) < (IJL).
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Az 12. tétel kimondta, hogy pozitiv eloszlas mellett IKG-ken a paronkénti, lokalis és globalis
Markov-tulajdonsdgok ekvivalensek, tehdt a mostani tételiink felhasznalasdval adddik, hogy
pozitiv eloszlas esetén mindezek helyett a jolrendezési lokalis tulajdonsag is hasznalhato.

Most mar megadhatjuk az IKG-modell P paraméterezését. A marginalisok M halmazat a
jolrendezés szeletei adjdk, n szdmu cstics mellett:

M={V_, i=1.n}.

1

A marginalisok rendezése ebbdl kdzvetleniil adodik: Vi<, Vo, ..., V,<. Minden hatést pontosan
egyszer, a lehetd legkorabban szerepeltetiink. Ebben a paraméterezésben a V< marginalis mellett
szerepl6 hatasokat az alabbi formaban is felirhatjuk:

8={Vi}uFuG,FgV<i\pa( i),Ggpa(V;). (59)

Ha az 1. tételt hasznaljuk a paraméterezés megadasdhoz, akkor a V, LV_\ pa(V,)| pa(V;)
feltételes fiiggetlenség a {V;} U {V,,\ pa(V,)} U{pa(V;)} =V., marginilison beliil értelmezett
e={V,}UFUG, FcV. \pa(V,), G pa(V,), F =& hatasok 0-ra allitisaval ekvivalens.
Ezek a hatasok az (59) alapjan a most definialt P paraméterezésben is szerepelnek, vagyis a

modellhez tartoz6 valamennyi feltételes fliggetlenség megadhatd P-ben.

A tobbi hatas paraméterezi az IKG modellbe tartozo eloszlasokat. Ezeknél F =, tehat csak
a V; valtoz6 és annak sziilei tartoznak a hatdshoz. Belathat6, hogy ezek a paraméterek éppen a
(55)-beli faktorizacidval kapott faktorokat paraméterezik. Ugyanis a slriiségfiiggvény (49)-ben
latott, a feltételes fliggetlenséggel ekvivalens atirasa szerint a

Vi LV \ pa(V) | pa(V)
feltételes fliggetlenség esetén

PV =1PW; | pa®)) =[] PV, | pa(V)) U F), F <V, \ pa(V)).

VeV VeV

Tehat a modellbe tartozo eloszlas faktorizacidjanak tagjait paraméterezé A,S""" , G < pa(V,)

paraméterek azonos értéket vesznek fel, mint az azonos hatasnéal de nagyobb marginalison beliil
adott tarsaik:

A" = 25, G < pa(V), F <V, \ pa(¥).

Ugyanez maximalis F esetén a
Viopa(V;) _ ViV, _ qVg
G =My = Z'V,G’ G < pa(V)) (60)

egyenldséget adja, ami éppen a bebizonyitando allitas: a P paraméterezés szabad paraméterei (az
egyenldség jobb oldali tagja) megegyeznek a modellhez tartozo, faktorizacioval definialt eloszlas
paramétereivel (az egyenldség bal oldali tagja). Ez fontos allitas, és - ahogyan az alabbi, 12. példa
példa mutatja majd - a paraméterbecslések interpretalasandl érdemes kihasznélni, hiszen a
becslések kézenfekvobb értelmezését teszi lehetdvé. Segitségével egy adott nyilhoz tartozo hatas
mérése csak a nyil végpontjaba befutd tobbi nyilat veszi figyelembe, mintha tobbszoros
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regressziot definidlnank a végponton, mint fiiggd valtozon, és a sziilokon, mint fiiggetlen
valtozokon.

E paraméterezésben a korabban, a 4.1. és 4.3. fejezetben felsorolt problémék mar nem
fordulnak el6. A jolrendezés megoldotta az IKG csucsainak részbenrendezettsége miatt ott
eléallo technikai problémakat: a kotott paraméterek eldallitasa egyértelmii, a feltételes
fliggetlenségek kozvetleniil megfeleltethetok nekik, és nincs inkompatibilitds az egyes feltételes
fliggetlenségeknek megfeleld nullparaméterek kozott (nem fordul elé ugyanaz a null-hatés két
kiilonb6z6 marginalis mellett, és kordbban nem-nulla hatads sem lehet kés6bbi marginalis mellett
nulla). Végiil: a paraméterezés eldnyos tulajdonsagainak teljesiilése is garantdlva van, ugyanis a
paraméterezés hierarchikus, teljes és rendezett mdédon dekomponalhatd. Ezért a 2.3. fejezetben
emlitett tételekbdl adoddan az IKG modellek mindig l1éteznek, paramétereik értékei egymastol
fliggetleniil interpretalhatok, tovabba a modellek illeszkedése valoszinliség-hanyados probaval
tesztelhetd, a modelleknek megfelel6 maximum likelihood-becslés egyértelmiien létezik ¢és
eloallithato, és konfidencia-intervallum is konstrualhato hozza.

12. példa Paraméterezziik fel a 3.8. fejezetben a klasszikus szocioldgiai modellek kozott mar
bemutatott, alabbi Blau-Duncan modellt!

F! F1

e

15. abra. Az eredeti Blau-Duncan modell (1967)

———»
I I

A csticsok jolrendezése: I, F’, I, F;, F>. A margindlisok M halmaza: I, I'F’, I'F’l, I'F’IF},
I'F’IFF,. A lokalis Markov-tulajdonsdg implikalta F, L I'|F'IF, allitdis miatt az aldbbi
paraméterek értéke O:

A LFIRE,
I'Fx o

ahol a * barmilyen, akar iires részhalmazt is jelolheti a marginalis szoba johetd valtozdinak,

IFFrnek. A F; L I'| F'l feltételes fliggetlenség a
ALF'IR
T'F*

paraméterek 0-ra allitasat kivanja meg. A szabad paraméterek a kovetkezok:

I' 2I'F' qI'F'I 2I'F'IF, AI'F'IF, 2I'F'IR 2I'F'IF AI'F'IFF, AI'F'IRF, AI'F'IRF, ,I'F'IRF,
YR H A TR FA I SO I T B F I F N T e B L

QLUE'RE,  AI'FURE, G I'F'IRE, 3 I'FIRE
FRE > uER > Mrur, 0 ARIRE,
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Megfigyelhetd, hogy a szabad paraméterek éppen azok, amiket szerettiink volna: barmely valtozo
és a sziilei kozotti hatasok jellemezhetok segitségiikkel. Ennek belatdsdhoz az (60)-et kell

felhasznalnunk, ez alapjan pl. a paraméterezésben szerepld A, """ megegyezik A, " -vel,

tehat az elébbi paraméter értelmezhetd ugy, mint az F;-nek az F>-re gyakorolt, a tobbi sziilore
feltételes hatasa.

4.6 Lancgrafok

A lancgraf® az iranyitott kormentes graf altalanositisa. Mint ilyen, annal lényegesen
komplikaltabb, s mint latni fogjuk, néha irregularis modelleket definial. A pozitiv eloszlas mellett
elallo hétféle® modellosztaly (lasd az alabbi, 3. tiblazatot) paraméterezése, mint a 4.1. és a 4.3.
fejezetben lattuk, szdmos problémat vet fel. Ezekre a problémakra jelenleg még nincs ismert
megoldéas. Vannak eredmények, melyek a hét modell koziil kettének a simasagat bizonyitjak
(Lauritzen, 1996, Drton, 2008), illetve a maradék 6t koziil haromrol megmutatjak, hogy nem
minden esetben simdk (Drton, 2008). Ezeket az eredményeket 3. tdblazatban foglaltam 0ssze. A
modell simasaga, mint azt a 2.3.3. fejezetben lattuk, azért Iényeges, mert az aszimptotikus
eloszlasok teljesiiléséhez sziikséges, masrészt sima modellhez 1étezik sima paraméterezés, ami
sziikséges  feltétele a  hierarchikus  paraméterezés  létezésének, a  paraméterek
interpretalhatdsaganak.

A 2.3.3. fejezetben azt is lattuk, hogy a sima paraméterezés létezésére elégséges feltétel
ismert, de sziikséges feltétel nem. Egy modellosztaly simasdganak cafolata ezért csak konkrét
esetekre tdmaszkodva (adott modell mellett, a valtozok kategériaszaméanak rogzitésével)
végezhetd el. Drton ennek megfeleléen egy modellosztily nem-simasaganak bizonyitasat ugy
végzi el, hogy albegrai statisztikai modszerrel, a Singular szoftver hasznalatdval egy, az
osztalyhoz tartoz6 konkrét modellrdl latja be, hogy nem sima. Magam szerzétarsaimmal (Rudas,
Bergsma, Németh, 2009) jelenleg fejezziik be azt a munkat, mely eldzetes varakozasaink szerint
megmutatja, hogy a hét koziil melyek a simak, ezekre hierarchikus paraméterezést fog adni, a
tobbirdl pedig belatja, hogy nincs hierarchikus paraméterezése, vagyis az alabbi tablazat minden
celldja kiszinezhetd lesz mar. Eredményeink kozvetleniil kovetkeznek Bergsma ¢és Rudas (2002)
margindlis loglinedris paraméterezésekkel kapcsolatos tételeibdl, els6sorban a disszertacid 5.
tételébdl, amely alkalmas a paraméterezés, igy a modell simasaganak bizonyitasara is (a tétel

szerint egy hierarchikus és teljes P halmazhoz tartozo ZP paraméterezés sima).

3. tablazat. A lancgraf-modellek tipusai, kategorialis valtozok és pozitiv eloszlas esetén. S6tét hattér =
mindegyik sima modell, viligos = van koztiik nem sima, fehér = kérdéses.

Tipus Markov-tulajdonsdg

1-es (LWF, leginkabb feltételes) Globalis = Blokk-rekurziv =  Lokalis = Péaronkénti
2-es (AMP) Globalis = Blokk-rekurzivnz =  Lokalis = Paronkénti
3-as Blokk-rekurziv. = Péronkénti
4-es (leginkabb marginalis) Blokk-rekurziv. = Paronkénti

33 Ebben a fejezetben végig 1-es tipust lancgrafot értek lancgraf alatt, mivel a létez6 tételek szinte kizarélag veliik
kapcsolatosak.
3 Lattuk: az elvi tizenhatb6l csak tizenkettSt ismertet az irodalom, ezek koziil 6t ekvivalens a maradék hét
valamelyikével.
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Az alabbiakban a fenti, a lancgraf-modellek simasagat bemutatd tablazat egyes celldit veszem
sorra.

Az LWF-modellekbdl, ahogyan a tdbldzat is mutatja, tulajdonképpen csak egy van, hiszen
pozitiv eloszlas mellett valamennyien ekvivalensek. A modell Lauritzen (1996, 4.6.1 fejezet) altal
adott faktorizdcidja Drton szerint kozvetleniil implikdlja a modell simasagat. A modell
paraméterezésére az irodalom nem ismertet modszert. A Lauritzen altal mutatott faktorizacid
alkalmas kiindulépont lenne, de a a 4.1. és a 4.3. fejezetben ismertetett paraméterezési problémak
megoldasa nem ismeretes.

AMP modellekbdl az ekvivalencidk miatt csak kettd van. Az AMP paronkénti modellnek sem
a tulajdonsagait sem a paraméterezését nem ismeri az altalam feldolgozott irodalom. Az AMP
blokk-rekurziv modellekrél Drton (2008) megmutatja, hogy van koztik nem sima. Példaja az
alabbi graf:

A

16. abra. Lancgraf-modell (Drton, 2008)

A grafbol az AMP blokk-rekurziv Markov-tulajdonsag mellett az aldbbi feltételes
fiiggetlenségek olvashatok ki:

BL1D|AC és AL BD. (61)

Drton a Singular segitségével latja be errdl a modellrdl, hogy ha 4, B, C és D binarisak, akkor a
modell nem sima. Ilyenkor persze sima paraméterezése sincs a modellnek, vagyis (az 5. tétel
alapjan) hierarchikus paraméterezése sem létezik. A 4.3. fejezetben lattunk példékat arra, hogy a
feltételes fliggetlenségek kozvetlen paraméterezése hogyan okozhat inkompatibilitasi
problémakat, azaltal, hogy két kiilonb6z0 margindlis mellett kellene ugyanazt a hatast 0-ra
allitani, illetve azaltal, hogy a rendezésben korabbi marginalis melletti nem-nulla hatas kellene
késObbi marginalis mellett nulldra allitani. A probléma bemutatasakor mutattam egy ad hoc,
egyedi esetekben mitkodé megoldast is az inkompatibilitas kikiiszobolésére (a fliggetlenségek
(C1)-(C4)-re ¢éptld ekvivalens atalakitasaival), de hangstlyoztam, hogy a megoldas
altalanosithatosdgara nincsen garancia. A jelenlegi példa éppen ezt az Aaltalanosithatosagot
cafolja: az ABD hatast az ABD és ABCD marginalison beliil is 0-ban kellene rogziteni, illetve a
kisebb ABD marginalison beliili nem-nulla BD paramétert a nagyobb ABCD marginalison beliil
0-ra kellene allitani. Mivel a modellnek nincs hierarchikus paraméterezése, tudhatd, hogy e
problémak nem oldhatok meg a fiiggetlenségek atalakitasaival sem.

A 3. tablazat kovetkezd sora a 3-as tipusi modelleké. Az eldbbi graf a 3-as tipusi blokk-
rekurziv Markov-tulajdonsag mellett az alabbiakat implikalja:
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BLD|AéALBD|C. (62)

Errdl a modellrdl is Drton latta be algebrai uton, hogy binaris valtozok mellett nem sima. Itt is
megtalalhatok a hierarchikus paraméterezés létrehozasat akadalyozo konfiguraciok: az ABD
hatast az ABD és ABCD margindlison beliil is 0-ban kellene régziteni, illetve az 4B, AD hatéasok a
kisebb marginalison beliil nem-nullék, a nagyobb mellett viszont azok.

A 3-as tipusu paronkénti Markov-tulajdonsag szerepel a tablazat kdvetkezd cellajaban. Itt is
Drton példéja lesz alkalmazhatd a nem-simasag bizonyitasara. Az elébbi graf mellett a Markov-
tulajdonsag altal implikalt allitasok a kovetkezok:

BL1D|A, ALD|BCéALB|DC. (63)

Pozitiv eloszlas mellett azonban a modell ekvivalens a blokk-rekurziv parjaval, mert ilyenkor
alkalmazhato a (C5%*) levezetési szabaly, amivel belathatd, hogy az (63) két utolsé allitasa
ekvivalens az (62) utols6 allitasaval. Vagyis a paronkénti modellek kézott is van nem-sima.

A tablazat utolsé sora a 4-es tipusu modelleké. A paronkénti modellekrdl itt sem tudunk
semmit. A blokk-rekurziv modellekrél viszont Drton belatja, hogy siméak. Bizonyitdsaban a
feltételes valoszintiségi koordinatakra olyan linedris transzformdaciot alkalmaz, ami leegyszerisiti
a modellt definidlo feltételes fliggetlenségi allitasokat.

Harom modellosztalyrdl lattuk be, hogy tartozik hozz4juk nem sima modell is. Ha viszont a
modellosztalyon beliil van nem sima modell, akkor nem adhaté minden modellre sima
paraméterezés, tehat az 5. tétel alapjan elmondhat6, hogy altalanos esetben nincs hierarchikus
paraméterezése az ehhez a harom modellosztalyhoz tartoz6 modelleknek.

A rendezett mddon dekompondlhatd paraméterezés létezése tovabbra is kérdéses mindegyik
modellosztaly esetén.

13. példa Bar nincsen altalanos valasz az AMP paronkénti modellek paraméterezhetdségérol,
egyedi esetekben adhat6 j6 paraméterezés. Ilyen eset a 9. dbra kozépsd grafjahoz tartozé modell,
amely a Blau-Duncan modell egyetlen helyen (a jelenlegi foglalkozés és az iskolazottsag kozotti
nyil vonalra cserélésével) modositott valtozata. Lattuk, hogy a modell az

F LI'F',
(64)
F, LI'|F'
allitasokkal adhatdo meg. Azt az eljarast hasznaljuk, hogy az 1. tétellel egyenként paraméterezziik
a feltételes fliggetlenségeket. Az elsd allitds igy az I'F’F;, a masodik az I'’F’F> marginalison
beliil paraméterezhetd, mégpedig az alabbi paraméterek nullara allitasaval:
I'F'F 1'F'F,
ﬂ’['Fl* : o ﬂ’['Fz*z
A paraméterezés hierarchikus és rendezett modon dekomponéalhatdo. A szabad paraméterek
megvalasztasanal arra toreksziink, hogy a hozzajuk tartozd6 margindlisok a graf komponens-
strukturajat és a komponensek rendezését is kovessék. Vagyis pl. ha K; az elsd, K, a masodik
komponense egy kétkomponensii lancgrafnak, akkor a K; lesz az els¢ marginalis (hogy a K;-en
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beliil hianyz6 vonalaknak megfeleld fiiggetlenségek paraméterezheték legyenek’), K;,UK, az
utolsd, és minden, ke K,-bdl hianyz6 nyil miatt még a K;Uk is marginalis kell, hogy
szerepeljen®®. Példankra visszatérve: ha az els6 komponens miatt az I'F-et, a masodik miatt az
I'F’IFF>t is hozzavessziik az eddigi marginalisokhoz, akkor a paraméterezés teljessé tehetd az
alabbi szabad paraméterekkel:

BT A AT AL A R AT AL AL AT T 2L,

I'F'IRF, 2I'F'IFF, I'F'IFEF, I'F'IFF  1I'F'IFF
A A ALRIE | QRFIRE QI

I'FIIRF, A I'F'IRF, oI'F'IRF, oI'F'IRF,
rer s A s Apug A A A A

> irr, 0 MrRE, 0 PR, 0 YRR

Az igy eléalld paraméterezés hierarchikus, a négy marginalis I'F’, I'F’F;, I'F’F,, I'F’IF|F,
rendezése pedig rendezett modon dekomponalhato.

A szabad paraméterekhez tartozo becslések interpretalasanal érdemes kihasznalni, hogy a (60)
megfelelje itt is alkalmazhato, igy a szilild-leszarmazott feltételes asszocidciok

feltételhalmazabol a nem-sziilok elhagyhatok. Pl. a /Lﬁif * paraméter a ﬁjf,'gz -vel egyezik meg,
ami sokkal kézenfekvobb értelmezést tesz lehetové.

Vegylik azt is észre, hogy ez nem az egyetlen lehetséges megvalasztisa a szabad
paramétereknek. Egyediil az I'F’IF;F, ) margindlisként torténd bevondsaval is megoldhato a
teljessé tétel, az alabbi, szintén hierarchikus €s rendezett médon dekomponalhat6é paraméterekkel,
de ezek nem kovetik a graf komponens-strukturajat, igy nem azokat a hatdsokat mérik, amiket
szeretnénk (pl. az apat jellemz6 I'F hatast az utod els6 foglalkozasara feltételesen veszi):

AR, AR AR TR, AEN, ALER, AL UEE TR AT GRS, AL,

ALF'IRE,  JI'FURE, A I'F'URF, ) I'F'IRF,

ALFURE,  I'FURE,  AIFURF,  I'FUIRE 5 I'FIRE
> Yr, > MRF, > MR, > M RE, 0 PR, s RIRF,

1'F'] > UI'IR > “YF'IR
Az alkalmazésok kozott tovabbi példakat taldlhatunk lancgrafoknak ezen az uton torténd
paraméterezésére. Fontos hangsulyoznom ugyanakkor, hogy ez az eljaras, amikor az 1. tétellel
paraméterezziik egyenként a feltételes fliggetlenségeket, csak egyedi megoldasként hasznalhato.
Altalanositasa tobb problémaba, koztiik a 4.3. fejezetben korabban mar felsoroltakba iitkozik.

4.7 Utmodellek

Lattuk, hogy Goodman modositott Gtmodellje a feltételes fiiggetlenségi megszoritasokon
kiviil tovabbi magasabbrendli hatdsok elhagyasat is lehetdvé tette, tehat a grafikus modellnél
altalanosabb modell volt. Ebben az alfejezetben Rudas, Bergsma, Németh (2006) munkajat®’
felhasznalva de azt altalanositva az IKG modelleknek erre a modositasara és a kapott
modellosztaly paraméterezésére mutatok megoldast. A kapott modellosztalyt iranyitott kdrmentes
utmodelleknek (IKG utmodelleknek) nevezem majd.

3% Ez az itt hasznalt AMP-tulajdonsag mellett érvényes. Ha helyette 3-as tipusi Markov-tulajdonséagot hasznalnék,
akkor a K; minden hianyz6 vonalahoz tartozé cstcspar kiilon marginalis kellene, hogy legyen.

3% Ez az itt hasznalt AMP-tulajdonsag mellett érvényes. Ha helyette LWF Markov-tulajdonsagot hasznalnak, akkor
elég lenne a K;UK, szerepeltetése a marginalisok kozott.

7 A hivatkozott munka csak olyan utmodelleket térgyal, ahol minden, masodfokinil nagyobb hatds torlédik a
modellbél. Ezzel szemben itt a magasabbrendii hatasok csak részben is tordlhetok.
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Az IKG utmodellek tehat Goodmant kovetve ugy kaphatok az IKG modellekbdl, hogy adott a
csucs ¢és sziilei (5; .... B,) kozotti kapcsolatok interakcidja szabadon sziikithetd, tehat pl. a f; .€s S
a-ra gyakorolt hatdsaval kapcsolatban feltehetjiikk, hogy azok nincsenek interakciéban. Ez

loglinedris paraméterezésben a Z;Zﬂ“l’;;“(“) paraméter O-ra allitasaval érhetd el. Tovabbi tetszéleges
megszoritasok tehetdk a

Ao ", L pa(a),

L|=2 (65)

paraméterek barmelyikének O-ra allitasaval. Mivel tudjuk, hogy az IKG modell paraméterei
hierarchikusak ¢és variaciosan fliggetlenek, ezért ezek a megkotések szabadon megtehetdk,
mindig 1étez6 modellt fognak definidlni, és a megkotések nem befolyasoljak a megmaradé szabad

crer

Ezzel sikeresen parametrizaltuk Goodman modelljét. Két potencialisan jol hasznalhat6 és az
IKG utmodellbdl levezetett modellt szeretnék még ebben a fejezetben bemutatni. Az els6 azzal a
megkdtéssel adodik, hogy ha az IKG-modellre alkalmazott interakcios szlkitéseknél egy L
hatashoz tartoz6 paramétert O-ra allitunk, akkor minden, nala nagyobb hatashoz tartozé
paramétert is O-ra kell allitanunk. A hagyomanyos loglinedris esetben az ennek a megkotésnek
megfeleld modellt nevezik hierarchikus modellnek, ezért ezekre a modellekre hierarchikus
utmodellként fogok hivatkozni. A megkotést az motivalhatja, hogy igy a modell a 12. abra latott
modon, a nyilak ponttal vald 6sszekotésével reprezentdlhato, és a paramétermegkotések is jobban
értelmezhetdk. Pl. nem fordulhat el az a nehezen interpretalhatd eset, hogy a D-re gyakorolt
hatasok vizsgéalatdban az A4 és B interakcigjat eltavolitjuk, de meghagyjuk az 4, B és C
interakciojat.

Az utolsoként bemutatott modell szintén az IKG utmodellek almodellje, és Rudas, Bergsma,
Németh (2006) ezt vezeti be utmodellként (path model) tanulmanyaban. A modell az IKG
modellbél minden, a (65)-ben felsorolt lehetséges interakcios hatast eltorol, tehat csak a
kovetkez6 szabad paramétereket engedi meg: ﬂjﬂu”“(“), pe { pa(a),@}. Ezek azok a
paraméterek, amelyek (a f = esetben) vagy a leszdrmazottnak a sziilokre feltételes eloszlasat,
vagy (a f e pa(a) esetben) a tobbi sziilore feltételes sziilo-leszdrmazott kapcsolatokat

paraméterezik. Az utobbi paraméterek becslései konnyen bemutathatok az IKG nyilaira irt
paraméterekkel. Egy ilyen példat mutatunk is a mar emlitett 2006-o0s cikkiinkben.

E két utobbi modell megint kdzvetleniil volt megadhaté az IKG modell paraméterezésén, jol
példazva a marginalis loglinedris modellek flexibilitdsat. A lancgraf-modellek paraméterezésének
tisztdzdsa utan vélhetéen a lancgrafokon definidlt utmodellek altalanos paraméterezése is
tisztdzodik majd. Ilyen lancgrafon definidlt utmodellekre latunk majd példat az alkalmazasok
kozott, a 7.4. fejezetben.

4.8 MLH becslés, illeszkedésvizsgalat

A 2.3. fejezetben lattuk, hogy ha a modelliink paraméterezése hierarchikus és teljes (az I1G-
knal és IKG-knal mindig van ilyen, a ldncgrafoknal nem mindig), akkor a szabad paraméterek
maximum likelihood-becslése egyértelmiien 1étezik és eldallithatd. A becslés eldallithatosaga
abbol kovetkezik, hogy a fenti feltételek esetén a maximum likelihood-becslés a likelihood
egyenlet staciondrius pontja. Ilyenkor az un. gradiens moddszer alkalmazhatdé a maximum
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megtalalasara. Tobb szerzo is kozolt ilyen algoritmust, én Wicher Bergsma (1997) algoritmusat
hasznalom az alkalmazasokban.

A hierarchikus és teljes paraméterezés tovabbi, mar emlitett elonye, hogy a modellek
illeszkedése valoszintiség-hdnyados probaval tesztelhetd, és a hozza tartozd szabadsagfok a kotott
paraméterek szamaval egyezik meg. A valosziniiség-hdnyados proba alkalmazhatosdganak az is
elénye, hogy ily modon két egymasbadgyazott modell Osszehasonlitdsa is lehetséges™. A
szlikebb modell ilyenkor a madsik tovabbspecifikalasdval jon létre. Ez a tovabbspecifikalas
definicio szerint a szabadsagfok novekedésével jar, és altalaban a tesztstatisztika novekedését is
eredményezi, azonban nem biztos, hogy olyan mértékben, ami ne lenne elfogadhatdé a modell
takarékossagaért cserébe. Erre a kérdésre ad objektiv valaszt a valoszinlis€ég-hanyados proba,
kihasznalva, hogy a két modell tesztstatisztika-értékének kiilonbsége aszimptotikusan maga is
khi-négyzet eloszlast kovet, szabadsagfoka a tovabbspecifikdcioval bevont uj kotott paraméterek
szdma. Grafikus modellek vizsgalatanal gyakran adddnak egymasbadgyazott modellek, mert,
mint kordbban tobbszor lattuk, a grafbol egy-egy €l torlése sziikkebb modellhez vezet. Ilyen esetre
latunk majd alkalmazési példat a 7.1. fejezetben.

Nézziink most egy példat a modell szabadsagfokanak kiszamitasara. Tekintsiik az eredeti
Blau-Duncan modellt. A modell altal adott feltételes fliggetlenségeket az 3.8. fejezetben olvastuk
ki a grafbol, a modell felparaméterezése pedig a 4.5. fejezetben tortént meg. A modell az I, F, 1,
F;, F, valtozok otdimenzids kontingencia-tablajan van definidlva. A szokott modon tegyiik fel,
hogy az I €s az I’ binaris valtozok, mig a tobbi haromértékli. Ez 2*3*2*3*3=108 cellat jelent, ami
éppen ennyi fliggetlen paraméterrel paraméterezheto fel.

A 4.5. fejezetben adtuk meg az alabbi szabad €s kotott paramétereket.

wow A I'FUIRF, I'F'IF;
Kotott: Ay, "5 Appe '

I' aI'F'" qI'F'l  qI'F'IR o I'F'IR,  2I'F'IF,  I'F'IR, 2 I'F'IRF, I'F'IFF, 2I'F'IFF, I'F'IFF
bad A ﬂ'F'* ’/11* > /7’Fl > /7’F'Fl > /7’[F] > /7~F'1Fl > /7'F2 > /1F'F2 > ﬂ'[FZ > ﬂ’F,FZ >
Szabad:
ALF'IRE,  AI'FURF, G I'F'IRE, 3 I'FIRE

rrF, > rr, > Mrur, > MRURE

ahol a * a marginalis barmely, akdr {ires részhalmazat jeloli. Szamoljuk ki a modell
szabadsagfokat, amire a modell illeszkedésének vizsgalatanal lenne sziikségiink! A szabadsagfok

a kotott paraméterek szamaval egyezik meg. Itt a ﬁf.ng‘Fz tobb paramétert jeldl, a * helyén az /,

F; és F’ barmely részhalmaza allhat (6sszesen 2*2*2 ilyen részhalmaz van). Ez lehet pl. az {ires
halmaz, ekkor a paraméterhez az I'F, hatas tartozik, amihez 2*3 paraméterérték tartozik (hiszen
az [’ kétértékl, az F, haromértékil). A nem-redundans paraméterek, mint a ﬂ:}, -t meghatédrozo 7.
definicidban lattuk, valtozonként egy érték elhagyasaval allnak eld. fgy a 2*3 paraméterérték
kozil (2-1)*(3-1)=2 nem-redundans van. A ﬂ,’g,{F‘F > és ﬂf,:!ﬁ paraméterekhez tartozo
valamennyi hatdsra hasonléan szamolhato ki a nem-redundans paraméterek szama:

¥ Természetesen az, hogy az egyik modell a masiknal jobban illeszkedik, nem jelenti azt, hogy ténylegesen jol
illeszkedik az adatokhoz; a bdvebb modell jo illeszkedése feltétele a jobban illeszkedd sziikebb modell
elfogadasanak.
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marginalis | hatas nem-redundans paraméterek szama
I'F, 2
I'F’F, 4
I'lF, 2
I’ F\F, 4

PF’IFF,
I'F’IF, 4
I'F’F\F, 8
I'IF,F, 4
I'F’IF,F, 8
I'F, 2
I'F’F, 4

IF’1F,
I'IF, 2
I’F’IF, 4

Ez 48 paraméter, ha tehat a Blau-Duncan modell adatainkhoz valo illeszkedését vizsgalndk, a
valoszinliséghanyados-probat 48-as szabadsagfok mellett kellene értékelni. A szabad paraméterek
szdma pedig 108-48=60.

A 7. fejezetben bemutatott alkalmazasok konkrét példait adjak majd a grafikus modellek
illesztésének ¢és a paraméterek becslésének. Az egyik alkalmazas teljes szamitastechnikai
megvalodsitasa pedig a 8. fejezetben talalhatd meg.
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Néhany helyen mar emlitettem, mely pontok kérdésesek jelenleg is a grafikus modellek
kutatasaban. Ezeket foglalnam réviden Gssze az alabbiakban.

A lancgrafokon pozitiv eloszlas mellett hét modell volt definialhatd, 1asd az alabbi, korabban
mar szerepelt 0sszefoglald tablazatot. (A hét modell ugy all eld, hogy az ekvivalens modelleket
egyetlen modellnek vettem. A tablazat {ires cellainak megfelelé6 modelleket nem definidlja az
irodalom.) Ezek koziil kettrdl belathatd, hogy van hozza sima paraméterezés. Kérdéses, hogy ez
a sima paraméterezés altalanosan hogyan adhaté meg. Az is kérdés, adhaté-e hozzajuk a modell
létezését €s a becslések standard aszimptotikus tulajdonséagait garantald hierarchikus (ezenkiviil
esetleg még a variacids fliggetlenséget garantald rendezett modon vald dekomponalhatosaggal is
rendelkezd) paraméterezés. Két tovabbi modellr6l még az sem tudhato jelenleg, hogy létezik-e
hozz4 sima paraméterezés. SzerzOtarsaimmal, Rudas Tamaéssal és Wicher Bergsmaval jelenleg
befejezéséhez kozeledo (?) kutatdsunk reményeink szerint valaszt ad ezekre a kérdésekre.

Drton (2008) is megemliti cikkének végén, hogy a lancgrafok simasaganak végleges
tisztazasat szolgalna, ha a nem sima modelleket biztosan tartalmazo 2-es és 3-as tipusok sima
modelljeit sikeriilne karakterizalni. Kérdés az is, van-e olyan sima modell a 2-es és 3-as tipuson
beliil, ami a tipus valodi tagja, vagyis amihez nincs vele Markov-ekvivalens 1-es vagy 4-es tipusu
modell.

4. tablazat. A lancgraf-modellek tipusai, kategorialis valtozok és pozitiv eloszlas esetén. Sotét hattér =
mindegyik sima modell, viligos = van koztiik nem sima, fehér = kérdéses.

Tipus Markov-tulajdonsag

1-es (LWF, leginkabb feltételes) Globalis = Blokk-rekurziv =  Lokalis = Péaronkénti
2-es (AMP) Globalis = Blokk-rekurzivn =  Lokalis = Paronkénti
3-as Blokk-rekurziv = Péaronkénti
4-es (leginkdbb marginalis) Blokk-rekurziv. = Paronkénti

A lancgrafok targyalasanak egységesitését szolgalna, ha a tablazat jelenleg lires négy celldja
is ki lenne toltve, tehat ha a 3-as és 4-es paronkénti és blokk-rekurziv Markov-tulajdonsagoknak
is lenne lokalis és globalis megfeleldje.

A parhuzamosan fut6 kutatdsok eredményeinek egyesitését és a lancgrafok megkozelitésének
egységesitését szolgalna, ha tisztdzodna az 1-es ill 2-es tipust lancgrafokhoz tartozé
modellosztalyok viszonya (lasd az alabbi, a disszertacioban mar szintén szerepelt abrat). Sikertilt
belatnom, hogy a két tipus nem Markov-ekvivalens: van olyan 2-es tipust grafhoz tartozé
modell, ami nem adhaté6 meg 1-es tipusuval. Kérdés maradt viszont, hogy teljesiilnek-e a 2-es
tipusu lancgrafokra az 1-es tipusra mar belatott tételek (elsésorban a fenti tablazatban feltiintetett
ekvivalenciak). Szintén kérdés maradt, hogy az abran 1-essel és 4-essel jelolt halmazok iiresek-e.
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Altalanos lancgraf

Z-es tipusd lancgraf

3

1-es5 tipusy lancgraf

1

17. abra. Az altalénos, illetve az 1-es ill. 2-es tipusi lancgrafokon definialt modellosztalyok tartalmazasi
viszonya (sotét hattér: nemiires, fehér hattér: nem ismert, hogy iires-e)

Lattuk, hogy milyen kézenfekvé modon volt bevezethetd utmodell az irdnyitott kérmentes
grafokon. Az eldbbi kérdések megvalaszolasa utan vélhetden a lancgrafokon definialt utmodellek
paraméterezése is megoldhatd majd.

Végiill az elemzési moddszer tarsadalomtudomanyi ismertségét ¢és alkalmazhatosagat
tamogatna, ha felhasznalobarat statisztikai program irédna hozza.

Remélem, a jovOben lehetéségem nyilik ezeket a kérdéseket legalabb részben tisztazni.
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6 ALKALMAZAS

6.1 A grafikus modellek altalanos alkalmazasi problémai

6.1.1 A graffelallitasa

Egy, a vizsgalatunk targyat képezd graf alapvetden két modon allhat eld. Az elsd, Bayes-
félének is nevezhetd megkozelitésben (pl. a 3.1.-ben emlitett szakértdi rendszerek esetében)
tipikusan nagyszamu valtozonk van, és az adott eloszlast legjobban reprezentald (értsd: ahhoz
statisztikai értelemben legjobban illeszkedd modellt add) grafot keressiik a lehetséges Osszes graf
kozil, a ,lehetséges Osszes graf’-ra esetleg olyan a priori megkotéseket téve, mint a csucsok
idében adott rendezése. Ilyenkor hatékony keres algoritmus konstrualasa a feladat (pl. Spirtes et
al., 1993). A masik megkozelitésben, és a disszertacioban ilyen esetekre latunk majd alkalmazasi
példéakat, a graf felallitasa ismereteinken vagy hipotéziseinken alapszik, és a hipotézis elfogadasat
vagy elutasitasat az adott eloszlas donti el. Ezek a fentinél konnyebben kezelhetd esetek, csak
néhany (négy-tiz) valtozéval. Természetesen ebben az esetben is lehetséges tobb szdba johetd
modell 0Osszehasonlitdsa, pl. modellépitésnél wjabb megszoritdsok bevonasaval (egy ilyen
alkalmazéas a 7.5. fejezetben szerepel), vagy ha két hipotézist szeretnénk Osszevetni (pl. 7.1.
fejezet).

Kérdés lehet, hogy a graf egy adott csucsparja kozott nyilat vagy vonalat hasznéljunk-e.
Lauritzen és Richardson (2003) azokat az eseteket targyalja, ahol IKG-k helyett LG-k hasznélata
a megfeleld, vagyis ahol egy nyilat vonalra érdemesebb cserélni. Az alabbiakban a forditott
esetrdl irok roviden, vagyis arrdl, amikor vonal helyett nyil hasznélata lehet indokolt.

Az iranyitott €lekkel reprezentalt asszociaciok oksagi viszonyként vald interpretdlhatosaga
fontos kérdés. Eppen e kauzalis megkozelités képezi a grafikus modellekkel foglalkozd mai
statisztika egyik f6 probléméjat (pl. Pearl 1995, Freedman 1997, 2001, Cox, Wermuth, 2001,
2004). Itt Cox és Wermuth irdsai (2001, 2004) alapjan e problémara, illetve altalaban a kauzalitas

crey

A graf két pontja kozotti irdnyitott €l hasznalata, vagyis az altaluk reprezentalt valtozo-par
magyarazo ill. fliggd valtozé szereposztasa nem feltételezi feltétleniil a kauzalitds meglétét. A
nyil hasznélata altalaban két lehetséges alapon indokolhato. Az egyik érvelés szerint a korabbi
idéponttal Osszefiiggésbe hozhatd valtozo (iskolazottsdg) magyardzo, a késébbi iddponthoz
kapcsolhato (foglalkozas) fiiggd valtoz6 lehet. Egy madsik érvelés a valtozok tényleges
tartalmaval kapcsolatos (elméleti kiinduldsi vagy empirikus adatokkal alatamasztott)
munkahipotézisre €piil. Példaul a politikai attitid fliggd és a jovedelmi helyzet magyarazé
valtozoként torténd kezelése egy komplexebb mechanizmus részeként ugyan, de plauzibilisnek
tlinik.

Az irdnyitott ¢l irdnyanak ily modon torténd eldontése utan az egyszerli asszocidcid helyett a
tényleges kauzalitas feltételezése a kozkeletli statisztikai megkozelités szerint (kauzalitds 1.
definicioja) akkor engedhetd meg, ha a magyarazd (M) és fiiggd (F) valtozé kozott kimutathatod
statisztikai Osszefiiggés ¢és annak eldjele megmarad barmely mas magyardz6 valtozora (M)
torténd korrigalas utan is.
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A kauzalitds egy masik, hipotetikus ,,intervencidval” torténd meghatarozéasa (2. definicio)
nem értékiiként, az intervencid végrehajtasa / elmaradédsa) oka az F-nek, ha az M ,,igen” értéke
esetén az F értéke a populacioban szisztematikusan magasabb (vagy alacsonyabb), mint az M
»hem” értéke esetén, az F-fel potencialis kapcsolatban 4ll6 minden M’ valtozatlan volta mellett.

Végiill — a tudomanyos fogalomhasznalatot leginkabb lefed6 — 3. definicio az M-tdl F-ig
vezetd folyamat tényleges megértését feltételezi. E megértés tipikusan elméleti alapokon all, vagy
a szoban forgod adatoknal alacsonyabb szintre vonatkozo ismereteinkre vezethetd vissza. Erre a
visszavezetésre példa a szocioldogia makroszintii jelenségekre vonatkozd magyarazatainak az
egyéni cselekvések szintjén miikodo racionalis dontéselméletre torténd hivatkozasa.

6.1.2 Konfigurdciok, melyek klasszikus asszocidcios problemdakat fednek

Az alébbi, haromcsucsu grafra érvényes példak alkalmasak arra, hogy nagyobb grafokban is
hasonlé Osszefiiggéseket segitsenek felismerni. Iranyitott kormentes grafokban vagy
lancgrafokban fordulhatnak eld, a szakirodalomban hamis fliggdség (spurious dependency),
hamis asszociacid (spurious association), illetve kivalasztdsi torzitas (selection bias) néven
ismertek (Wermuth, 2003).

Mem Haztetdk szama Elvégzett nsztélvok szama Mem
Wépzés tipusa / \ \ /
Sikeres elhelyezkedés Sziletésszam Galyak szama Jivedelem

18. abra. Klasszikus problémakat fedé konfiguraciok harom csticson

Mindharom eset harom valtozon értelmezett, és egy haromcstcsti IKG olyan konfiguracioit
reprezentaljak, ahol az egyik csticspar kozott nincsen nyil. Az elsd graf szerint

SL1N|K, S*N,

vagyis a sikeres elhelyezkedés feltételesen fiiggetlen a nemtdl, de a képzés tipusanak figyelembe
nem vételekor (a szerinte torténd marginalizalas esetén) nem fiiggetlenek, ilyenkor hamis
fiiggoség jon 1étre koztiik. Hasonldan, a masodik grafbol a

SL1G|H, 3XC

allitasok olvashatok ki, tehat golydk szama feltételesen fiiggetlen a sziiletésszamtol, de a haztet6k
szama szerinti marginalizalas hamis asszocidciot eredményezne. A harmadik graf szerint

ELN, EXNTJ,
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vagyis a nem ¢és az elvégzett osztalyok szdma (marginalisan) fliggetlen egymastol, de a
jovedelmet feltéve Osszefliggést mutathatnak. Pl. a férfiak magasabb keresete és a keresetnek az
iskolai osztalyokkal fennalld pozitiv kapcsolata esetén adott jovedelmi kategoérian beliil a nok
magasabb iskolai végzettséget mutatnanak. Kivdlasztasi torzitas akkor lépne fel, ha pl. csak
magas jovedelmi személyeket valogatnank abba a mintaba, amin a nem és az iskolazottsag
kapcsolatat vizsgalnank.

Vegyilik észre, hogy mindharom példa a feltételes, ill. marginalis kapcsolat kozti
kiilonbségtételre vezethetd vissza.

Nagyobb grafra alkalmazva a fentieket, vegyiik példanak a 11. ébra latott IKG modellt, amit,
mint emlitettem, az adott adatbazishoz egy keresd algoritmus valasztott ki legjobban illeszkedd
gratként. A graf értelmezésekor érdemes megkeresni a fenti konfiguraciokat, mégpedig ugy,
hogy a harom cstcs helyén csiucshalmazok is allhatnak. Az elsé és a harmadik konfiguracio
fedezhetd fel. Az elsd konfigurdcidé megvalosuldasa: nem—(sziildi biztatds, intelligencia,
tarsadalmi helyzet)—fels6foku tovabbtanulasi tervek. A nem a tobbi tényezdre nézve feltételesen
fliggetlen a fels6fokt tovéabbtanulasi tervektdl, am ha 6ket nem vennénk figyelembe, hamis
fliggdség alakulna ki koztiik. Valoszintisithetd pl., hogy rogzitett tarsadalmi helyzet és rogzitett
intelligenciaszint mellett a fias sziilok hajlamosabbak gyerekeiket tovabbtanuldsra biztatni, és
mivel a jobban biztatott gyerekek nagyobb aranyban terveznek tovabbtanulast, kialakulhat az a
marginalis Osszefliggés, hogy a fiuk ambicidzusabbak a tovabbtanuldst illetéen. A harmadik
konfiguracionak két megvaldsuldsa is van, a nem—sziildi biztatds<—intelligencia, illetve a
nem—sziiloi biztatds«—tarsadalmi helyzet kapcsolatok. Itt is kivalasztasi torzitas 1éphet fel, mert,
akarcsak a haromcsucsu grafban, az 6ssze nem kotott csucsok (NI ill. NT) itt is marginalisan
fliggetlenek. Eszerint ha a sziilok hajlamosak a fitkat a lanyokkal Osszevetve mar egy
alacsonyabb intelligenciaszint esetén is tovabbtanuldsra biztatni, akkor, bar a nem és az
intelligencia fiiggetlenek, a sziil6i biztatast feltéve Osszefliggés mutatkozik koztik (a lanyok
intelligensebbek). Hasonléan, ha a fitkat mar egy alacsonyabb tdrsadalmi helyzet esetén is
tovabbtanulasra biztatjdk sziileik, a nem ¢és a tarsadalmi helyzet a sziiléi biztatast feltéve
Osszefligg (a lanyoknak kedvezObb a tarsadalmi hattere).

6.1.3 Direkt és indirekt hatas

A Kklasszikus Wright-féle utelemzéshez hasonléan a grafikus modellek esetén is
megkiilonboztethetiink direkt és indirekt hatasokat, ha két valtozo kozott egy ill. tobb 1épés
hosszu utat is tudunk taldlni. JO példa erre Rudas, Bergsma, Németh (1996) egy alkalmazésa,
ahol egy, a kategorialis adatelemzés irodalmaban sokszor elemzett (pl. Fienberg, 1970, Bishop et
al., 1975) biologiai adatbazist vizsgaltak ujra grafikus modellezéssel. Az adatok két gyikfaj, a
grahami és az opalinus napkozben megfigyelt viselkedését irjak le, és a gyikok tartdzkodasi
helyével kapcsolatban (perching site) a megfigyelt gyik fajat (L), a megfigyelés idépontjat (7), a
tartozkodasi hely magassagat (H), atmérdjét (D), és benapozottsagat (S) rogzitik. A valtozok
kategoriai a kovetkezok: faj (L): grahami/opalinus, idépont (7): délel6tt/dél/délutan, magassag
(H): 5 1ab alatt/felett, &tmérd (D): 2 ujjnal nagyobb/kisebb, benapozottsag (S): napos/arnyékos.

Ha célunk egy adott helyszinen talalt gyik fajat meghatarozo tényezdknek és a koztiik levo
kapcsolatoknak az azonositasa, akkor pl. a 19. abra IKG modellje, ami a lokélis Markov-
tulajdonsag mellett értelmezendd, elfogadhatd lehet. A lokalis Markov-tulajdonsdg az alabbi
feltételes fliggetlenségeket implikalja:
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HDLT,D1S|TH,

amelyek szerint (1) a tartozkodasi hely fizikai jellemz6i (magassaga és atmérdje) fiiggetlenek a
megfigyelés idejétdl, és (2) a tartozkodasi hely atmérdje nincs kdzvetlen hatassal arra, hogy a
hely napos-e, vagyis a két valtozoé a tartdzkodasi hely tobbi adottsagat feltéve fliggetlen.

19. abra. Paraméterbecslések, DAG utmodell

H\
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Az abran jelolt paraméterbecslések ennél az IKG-nél szitkebb modellhez tartoznak. Ez a
szlikebb modell minden, a graf nyilainak kozvetleniil meg nem feleltethetd hatds elhagyasaval
(lasd a 4.7. fejezet végén az IKG utmodellek utolsd variansat) és minden tovabbi, nyilhoz
kapcsolodd, de nem szignifikdns hatds elhagyasdval adoddott. A modell illeszkedése a
valdszinliséghdnyados-proba szerint elfogadhat6 (p=0,81), és a kiinduld, egyébként jol illeszkedd
(p=0,35) IKG modellhez képest sem szignifikans az illeszkedésromlas (p=0,93).

Az &abran bemutatott paraméterek marginalis loglinedris paraméterek, a modell egy
hierarchikus és rendezett médon dekomponalhatdé paraméterezéséhez tartoznak (az IKG-khez
tartozo hierarchikus paraméterezés megadasi modjat lasd a 4.5. fejezetben), tehat rendelkeznek a
2.3. fejezetben felsorolt valamennyi eldny0s tulajdonsdggal. A paraméterezés margindlisai: H,
HD, HDT, HDTS, HDTSL. A nullparaméterek a kovetkezok:

BT T AL A AL AT TS AT 2RI AL AT 2 A AL

/fLHDTSL /fLHDTSL /fLHDTSL /fLHDTSL /fLHDTSL
‘HDTL >“"HDSL >“*HTSL >7"DTSL >“"HDTSL >

mig a szabad paraméterek az alabbiak:

ﬂél’ﬂé[,ﬁgD’l:DD’ﬂ;[DT’ﬂé‘IDTS’ﬂgDTS,A{IDTSL’ﬂ/[{]"[LDTSL,lgLDTSL,AZ{ZDTSL’ﬂéZDTSL'
A szabad paraméterek koziil a masodfokt hatdshoz tartozd, a nyilakhoz kapcsolhatéd
paramétereket tlintettiik csak fel. Koziiliik is csak a nem-redundansakat mutatjuk, szokott moédon
a valtozok utolso értékéhez tartozoé redundans paramétereket hagyva el. Lathatd, hogy a T és az L
kozott két ut van, tehat az idépontnak a gyikfajra gyakorolt direkt hatdsa és a benapozottsdgon
keresztiil gyakorolt indirekt hatésa elkiilonithetd. A direkt hatas paraméterei alapjan elmondhato,
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hogy az egyes idOpontokban a gyikok nem szamaranyuknak megfelelden figyelhetok meg. A
délben megfigyelt gyikok inkabb grahamik, mint opalinusok ( 4/;°"*" (délben, grahami) =0,19), de
délelott  is  inkdbb  grahamik  lathatok, még ha  kisebb  kiilonbséggel is
(AfPT" (délelbtt, grahami) = 0,08). A harmadik, redundéns paraméter ezekbél kiszdmolhato, és az
opalinusok délutani folényét mutatja A/°™"(délutan, grahami)=0-0,19-0,08 = -0,27. Az
indirekt hatds utvonalat kovetve, annak elsd 1épésében A" (déleldtt, napos) =0,25, mig

TP (délben, napos) =-0,53, amibél A°" (délutan, napos) =0,28, vagyis délben inkabb
arnyékos helyen talalhatok a gyikok, déleldtt és este pedig napos helyeken. Az indirekt Ut

HDTSL
/ISL

masodik Iépésében, az S-L nyilon pedig (napos, grahami) =0,16 szerepel, ami azt jelzi,
hogy napos helyeken inkédbb grahami figyelhetd meg. Tehat a direkt és az indirekt hatas
ellenkezd eldjeli: délben, minden egyéb tényezdre, igy a benapozasra is korrigdlva inkabb
grahamik lathatok, ugyanakkor a déli 6rakban megfigyelt tartozkodasi helyek inkédbb arnyékosak,

¢és arny¢kos helyeken inkabb opalinusok talalhatok.

6.1.4 A grafikus modell és a strukturalis egyenletek modell (SEM) osszevetése

A strukturalis egyenletek modell (structural equation model, SEM, a szocioldgidban gyakran
inkabb utmodell) az eredeti Wright-féle utelemzésnek egyfajta altalanositdsa, akarcsak az itt
targyalt grafikus Markov-modell, igy bizonyos értelemben vetélytarsaknak tekinthetok. Ezért
tartottam fontosnak kiilon fejezetet szanni sszevetésiiknek. A kdvetkezd, specidlisan a mobilitas-
kutatasi alkalmazasokrol szold fejezetben a szociologidban utmodellnek nevezett SEM-mel
kapcsolatban még vissza fogok térni erre a témara.

A SEM a grafikus modellektdl eltérd matematikai alapokon, de szintén grafokkal jelenit meg
asszociacios strukturakat, a nyilakhoz szdmokat rendelve, ahol a szdmok szintén a vonatkozo
hatas erdsségét jellemzik. A kategoridlis adatokra alkalmazott SEM-nek a ’80-as években még
nem volt mas alternativaja, mint a hagyomanyos loglinearis modell, utobbival szembeni
elényeként elsdsorban azt jelolték meg (pl. Xie, 1989, Heckman, 1978), hogy alkalmasabb oksagi
viszonyok elemzésére, €s nem csak szimmetrikus kapcsolatok reprezentalasat teszi lehetové.

Az utdbbi évtizedekben kidolgozott grafikus modellre (mely 4altalanosan nem csak
kategorialis, hanem folytonos valtozokra is értelmezhetd) ezek a kritikai észrevételek mar nem
teljesiilnek. Lattuk, hogy a grafikus modellekben szimmetrikus és asszimmetrikus kapcsolatok
egyarant megjelenithetok. A valtozok kozotti oksagi kapcsolatok utvonalai (path) is ugyanigy
kovethetdk, mint a SEM esetében, igy a direkt és indirekt hatdsok is ugyanigy megfoghatok,
ahogyan azt az 6.1.3. fejezetben lattuk. Kategorialis véltozok esetén a teljes hatds direkt és
indirekt hatasokra valod szamszerii felbontdsa ugyanakkor nem megoldott, de ez a kategorialis
SEM esetén is problematikus, és csak az utobbi években sziilettek ra javaslatok (Kuha,
Goldthorpe, 2007).

Ugyanakkor a grafikus modelleknek bizonyos eldnyei is vannak a SEM-mel szemben. A
fentiekben lattuk, hogy grafikus modellekben az élek feltételes kapcsolatoknak feleltethetok meg,
az ¢l torlése pedig feltételes fliggetlenséget implikal. Ez altalanos esetben nem teljesiil a SEM-
ekre. Egy meglévo €l kozvetleniil kapcsolhatdo a SEM-et definidlo egyenletek valamelyikének egy
paraméteréhez, de a megfeleld valtozopar feltételes vagy marginalis kapcsolatdhoz csak nagyon
nehézkesen kothetd. Ugyanigy, Ossze nem kotott valtozopar feltételes fliggetlensége sem kell,
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hogy teljesiiljon egyetlen feltételhalmaz mellett sem (Cox, Wermuth, 2001, Wermuth, 2003).
Hasonlo kritikat fejt ki Whittaker (1990), megemlitve, hogy a SEM-ben nem szerepld interakciok
feltételhalmaza nem mindig egyértelmti. Tobbvaltozds normalis esetre a probléma részletes
kifejtését lasd pl. Cox és Wermuth 1993-as munkéjaban. Egy, a kritikdkra sziiletett valasz Pearl
1993-as tanulménya. A két megkdzelités egy ujabb dsszevetése Lauritzen és Richardson (2003)
irasaban talalhato.

6.2 Mobilitas-kutatasi alkalmazas: hasznalati feltételek, alternativak

6.2.1 Torténeti attekintés

A grafikus modellek kvantitativ empirikus szocioldgiai alkalmazhatosagat a mobilitas-kutatas
példajan szeretném megmutatni. Ezzel, azt hiszem, nem sziikitem le tulsdgosan targyamat,
hiszen, ahogyan majd az aldbbi torténeti Osszefoglalobdl is kitlinik, a mobilitas-kutatas
modszereinek boviilése altalaban szorosan koveti az altalanos statisztikai modszerek fejlodését,
s6t néha generalja is azt.

Az alabbiakban tehat az intergeneracidos mobilitds kutatdsdnak kontextusdban szeretném a
kategorialis valtozokra definialt grafikus modelleket elhelyezni. Ehhez Ganzeboom et al. (1991),
Kuha, Goldthorpe (2007), Treiman, Ganzeboom (2000) és Kelley (1990) 6sszefoglaldi alapjan
roviden vazolni szeretném a kutatdsi moddszerek és fogalmak valtozasdnak szempontunkbol
relevans pontjait, majd a grafikus modellek alkalmazasi lehetdségeit és alternativait ezek
tiikrében megvizsgalni.

Elséként azt a legegyszeriibb megkozelitést emliteném, amikor az apat és annak fiat azonos
foglalkozési kategoridk szerint kereszttablazzak, és ebben a tablazatban végeznek szamitdsokat a
mobilitds mértékére és irdnyara vonatkozdéan. Torténetileg ez a modszer a Featherman (1981) ill.
Treiman és Ganzeboom (2000) altal a mobilitas-kutatdsok elsd nemzedékének® nevezett
kutatasokhoz, az un. ISA paradigmahoz kapcsolhat6. Ez a paradigma a Nemzetkozi
Szociologiai Tarsasag (International Sociological Association, ISA) 1951-ben megfogalmazott
kezdeményezésével jott létre. Egységes elméleti alapon és egységes modszerekkel végeztek
orszagos mobilitds-vizsgalatokat, azzal a céllal, hogy az eredményeket nemzetkdzileg
Osszehasonlithassdk. Mddszereiket tekintve elsdsorban a belépési (pl. munkasok kozott a szellemi
szdrmazasuk aranya) ¢és kilépési (munkds szarmazdsuak kozott a szellemiek aranya)
aranyszamokat vizsgaltak. Ezeknek az aranyszamoknak az Osszehasonlitasara épiilt a kdzismert
Lipset-Zetterberg tétel (Lipset, Zetterberg, 1959), ami szerint a mobilitds az iparosodottsag
fokaval parhuzamosan nd, és mintazata a nyugati iparosodott orszdgokban allandonak tekintheto.
Ez a tétel az Egyesiilt Allamok, mint ,,4j nemzet” nagyobb mobilitisaval kapcsolatos, akkoriban
kozkeletli vélekedést cafolta.

Masok (Duncan, 1966, Rogoff-Romsoy, 1966) azonban felismerték, hogy ezek a mobilitasi
ardnyszamok a tabla margindlisainak is fliggvényei, ezért nem hasznalhatok kozvetleniil
komparativ célokra. Ez a probléma alapvetd kérdésnek bizonyult. A mobilitas-kutatds utobbi
¢évtizedeiben tobb javaslat is sziiletett a megfigyelt, ,,abszolut” mobilitdsnak a ,relativ’ vagy

% Featherman hasznalta elészor a ,mobilitas-kutatis generacidi” kifejezést, Treiman és Ganzeboom 2000-es
tanulmanya pedig az els6, ahol a mobilitas-kutatdsok negyedik, a korabbi szerzdk altal még nem targyalt nemzedéke
is megjelent.
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,»hettd” mobilitasi esélyektdl valo megkiilonboztetésére. A kiillonféleképpen operacionalizalt nettd
mobilitasi esélyek egyenldsége vagy egyenlétlensége alapjan jellemeztek ezutan egyes
tarsadalmakat "nyitottnak" vagy "zartnak", és e fogalmak mentén vizsgaltak feliil Gjra és ujra a
klasszikus Lipset-Zetterberg tételt. A legkorabbi ilyen céllal sziiletett modszer a strukturalis (a
foglalkozasi struktura valtozésa, vagyis a tabla marginalisainak kiilonbsége altal kikényszeritett)
¢s a cirkularis (,,tiszta”) mobilitasi ardny szétvalasztasa volt. Ezeket hasznalta késobb a szintén a
Lipset-Zetterberg tétel modositasanak tekintheté FJH-tétel is (Featherman, Jones, Hauser, 1975).
A tétel szerint a mobilitas tényleges nagysaga ugyan kiilonbozo a piacgazdasaggal és nuklearis
csaladtipussal jellemezhetd iparosodott orszagokban, mivel azokban a strukturalis valtozasok
iiteme eltérd6 nagysagii mobilitdst kényszerit ki, am a strukturalis valtozasoktol fiiggetlen
cirkularis mobilitds minden iparosodott tairsadalomban egyforma.

A két foglalkozasi valtozohoz késObb masokat is hozzavettek (pl. a fiu vagy az apa
iskolazottsagat), és a haromdimenzids tabla elemzését a kétvaltozos feltételes tablakkal probaltak
megoldani, de nehézséget okozott a marginalisok valtozasa altal okozott hatdsoknak ¢és a harom
valtoz6 tényleges harmadfokt kapcsolatanak az elkiilonitése (Kuha, Goldthorpe, 2007).

Az egyszerli kereszttabla-elemzések utdn a torténetileg is Oket kovetd Utmodelleket kell
megemlitenem, mint a grafikus modellek alternativajat/elézményét. Ezeknek a modelleknek a
kereszttabla-elemzés elébb emlitett nehézségeit sikeriilt megoldaniuk. Az ,,atmodell” elnevezés
az el6zé fejezetben emlitett strukturdlis egyenletek modellezéshez tartozd modszert jeldl, é€s
eredeti form4jaban folytonos valtozokbol allo linedris regresszios egyenletek rendszerére épiilt. A
szociologidban az 1960-as évek elején sziletett és az 1970-es évek végéig®® a mobilitas-
kutatasban egyeduralkodé mondhaté Blau-Duncan paradigma honositotta meg’'. Ez a médszer
ebben a tudomanyagban addig gyakorlatilag ismeretlennek szamitott. Sikerét annak kdszonhette,
hogy a mobilitasi, st altaldban a kvantitativ empirikus szocioldgiai problémaknal nagyon jol
alkalmazhatonak bizonyult. Sikeriilt felnyitni a mobilitasnak azt a ,,fekete dobozat” (idézet
Kelley-tdl), amit az elsé nemzedék addig az apa foglalkozasa — fit foglalkozéasa kereszttabla
egyszerli elemzéseivel probaltak megkozeliteni. A mddszer alkalmas volt kettdnél tobb valtozé
kezelésére, igy lehetdség volt az apa és a fiu iskolazottsagat, ill. az utod elsé foglalkozasat is
figyelembe venni. Ennek kdszonhetden megmutattak, hogy az apa iskoldzottsdganak 6nallo, a
foglalkozasatol fiiggetlen hatasa van. Feltartak a mobilitdsnak az oktatason keresztiil érvényesiild
csatornajat is, €s bebizonyitottak, hogy ez a kulcsa a sziil6i hattér és a foglalkozasi statusz kdzotti
kapcsolatnak. A paradigmat késébb mas problémdkra is kiterjesztették, vizsgaltdk a
jovedelemmel kibdvitett modellt (pl. Treiman, 1970), masok a csaladi eréforrasok genetikai és
pszichologiai tényezdit is megjelenitették, mint pl. az utdd intelligencia-szintjét vagy a sziildi
biztatast (lasd 3.8. fejezet, Wisconsin modell), megint mdsok az intrageneracidos mobilitast
elemezték a karrier tobb allomasdnak bevondsaval. A mddszer kiilondsen gyiimolcs6zonek
bizonyult orszagok kozotti Osszevetésre ill. ugyanazon orszag idobeli valtozasanak vizsgalatara.
A Lipset-Zetterberg tételhez visszatérve ujra felmeriilt a kérdés, hogy a statuszelérési folyamat

* Treiman és Ganzeboom ezt a korszakot nevezi a mobilitas-kutatas masodik nemzedékének.
*I'A szohaszndlat nem csak hétkoznapi értelmében helytallo: ezt az iskolat kuhn-i értelemben vett paradigmaként
aposztrofalja Colclough és Horan (1983) és Kelley (1990) is.
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mely aspektusai allandoak, melyek valtoznak a gazdasagi vagy politikai rendszer valtozasaval, és
melyek azok, amik ezekkel a valtozasokkal nem magyarazhatd, orszagspecifikus vonasok.*?

Az utmodellekhez a foglalkozasi statusz és az iskolazottsag megfeleld operacionalizaldsara
volt sziikség. Blau és Duncan, ill. Treiman a foglalkozasi statusz folytonos valtozdjat a
foglalkozdsok presztizshierarchidja alapjan hatdroztak meg. Ez a megkozelités elméleti
megkozelitésiikbol is fakadt, hiszen a tarsadalmi helyzetet az amerikai iskola tradicionalisan a
tarsadalmi presztizsbol kiindulva hatarozza meg, szemben az eurdpai osztalyhelyzet-alapt
megkozelitéssel. Az iskolazottsagot az elvégzett iskolai osztalyok szdmaval mérték.

A ’70-es években felmeriild kritikak a paradigma tobb eldfeltevését is kifogasoltak. A legfébb
modszertani kritika az volt, hogy a modell nem enged meg sem nem-linearis kapcsolatokat, sem a
magyarazo valtozok kozotti interakcidkat. A statuszelérési folyamat egyéni szintii megkdzelitését
is kifogésoltak, ami igy nem mond semmit a kollektiv, makroszintli mobilitasi aranyokrol, ami a
mobilitasi témakdr eredeti motivacidja volt. A szociologiaelméleti kritikdk a valtozok folytonos
voltat kifogasoltdk — a foglalkozasét azért, mert koncepciondlis alapon a tarsadalmi statusz
helyett inkdbb a tarsadalmi osztalyt hasznaltdk volna; az iskolazottsagét pedig azért, mert az
elvégzett osztalyok szdmaval szemben a megszerzett képesités szintjét és tipusat megfelelobbnek
tartottak.

Vagyis a kritikusok ismét kategorialis valtozok elemzésére alkalmas modszert kerestek. E
harmadik nemzedék legnagyobb része az ISA-paradigma kétvaltozos kereszttablajahoz tért
vissza, de a kifinomultabb loglinedris modelleket hasznéalva (a kordbban emlitett Goodman is
ehhez a nemzedékhez tartozott). A masodik nemzedék utmodelljeivel szemben tdmasztott
kritikdik a loglinearis paradigma (Kelly kifejezése, 1990) modszereire mar nem voltak
érvényesek, rdadasul az els6 nemzedék problémaja, a nettdé mobilitds €s a marginalis hatas
elkiilonitése is megoldodott.

Az utébbi problémanak a megoldasa az esé¢lyhanyadossal tortént. Emlékeztetnék arra az 2.1.
fejezetben mar emlitett problémdra, hogy két valtozd (itt: apa és fia foglalkozasa) kozotti
kapcsolat erdsségének (itt: az atoroklodés, immobilitds erdsségének) méréséhez olyan
asszociacidos mérészamot érdemes rendelni, ami variacidsan fiiggetlen a marginalisoktol, és csak
az egylittes eloszlastol fiigg. Hiszen barmilyen is az egy generacidval ezeldtti és az aktualis
foglalkozasi struktara, a tarsadalom elvileg tetszélegesen zart vagy tetszOlegesen nyitott is lehet.
A 2.1. fejezetben emlitettem, hogy az esélyhdnyados, amely a loglinedris paraméterek
fiiggvényeként eldallo mutatd, a marginalisoktél variaciosan fiiggetlen. Igy az F’ (apa
foglalkozésa) - F (utéd foglalkozasa) mobilitasi tablanak a marginalisai és a A/.| paraméterek is

ALT (i, j) paraméter értéke barmilyen pozitiv vagy negativ szam lehet. Pozitivitds esetén a
fiiggetlenséghez, vagyis a teljes nyitottsaghoz képest tobben vannak a cellaban (az i. foglalkozast

z6 apak fiai masokhoz képest nagyobb aranyban keriilnek a j. kategoridba), negativitas esetén
kevesebben.

2 A Szociologiai Szemlében megjelent tanulmanyomban, melynek kivonatat a 7.1. fejezetben kozlom, részletesen is
foglalkoztam ezzel a kérdéskorrel a magyar rendszervaltasnak a statuszelérési folyamatra gyakorolt hatdsaval
kapcsolatban.
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A loglinearis modellek lehetdséget adtak tovabba az F'F kétvaltozds 0Osszefliggés
komplikaltabb leirasara is, pl. azaltal, hogy az osztaly-atoroklodést kifejezo, atloban levo cellak a

tobbitél kiilon kezelhetdk, a A/, (i, i ) paraméterek barmilyen megkotésével.

A harmadik nemzedék a CASMIN (Comparative Analysis of Social Mobility in Industrial
Nations) projektben intézményesiilt a *70-es évek végén és a *80-as években. A projekt egyik
eredménye a nemzetkozi 6sszehasonlitasokban elfogadotta valt osztalykategoridk 1étrehozasa volt
(EGP kategoridk, Erikson, Goldthorpe és Portocarero utan), az alkalmazédsok kozott, a 7.
fejezetben magam is ezt a kategorizacidt hasznalom majd.

A harmadik nemzedék igazi kozponti kérdése azonban ismét a Lipset-Zetterberg tételhez
kapcsolddott. A loglinearis keretben tjra megvizsgaltak, hogy a tarsadalmi mobilitas valdban

novekszik-e az iparosodottsag fokaval. A mobilitasi mintézatot (itt: social fluidity) a A/./ (i, Jj )

loglinearis paraméterekkel definidlva azonban nem ezt a tételt, hanem Sorokin (1964)
trendnélkiili fluktuacio elméletét lattak aldtdmaszthatonak, ez a konkluzidja a nemzedék egyik
nagy Osszefoglaldo munkajanak, a The Constant Flux-nak (Erikson, Goldthorpe, 1992). Erikson és
Goldthorpe orszagkdzi és id6beli dsszevetéseket is végzett, utobbiakat nem valodi iddeltéréssel
felvett adatokon, hanem a keresztmetszeti adatok kohorszokra osztiasaval. Kozos fluiditas

(common fluidity) modelljik az orszagonként vett A (i,j) paraméterck, allando fluiditas

(constant  fluidity) modelljik pedig a kohorszonként vett A/ (i,j) paraméterek

orszagtol/kohorsztol vald fliggetlenségét tesztelte. Eredményeik szerint (1) az ipari tarsadalmak
kozos mobilitasi mintazattal rendelkeznek; ennek apro kiilonbségei inkabb torténelmi és politikai
koriilményekre, mint az iparosodottsag fokara vezethetdk vissza, és (2) nem bizonyithatd, hogy a
mobilitds néne a torténelem folyaman.

A harmadik nemzedék tehdt megoldotta az els6 nemzedék egyik legfdbb problémajat,
ugyanakkor a masodik nemzedék tobbvaltozos modszerével ellentétben az iskolai végzettség
modellbe vonasa tovabbra sem valdsult meg. Tortént ugyan kisérlet a kétvaltozos elemzés
kiszélesitésére, és a Blau-Duncan paradigmanak megfeleléen torténd altalanositasara (lasd a 4.1.
fejezetben mar elemzett Goodman-féle modositott Gtmodellt, a grafikus modellek kozvetlen
elézményét), ez azonban nem terjedt el. A harmadik nemzedék megkozelitésével szemben
felhozott tovabbi kritikak kozott szerepelt az is, hogy a relativ mobilitast a tdbla sok (Erikson és
Goldthorpe szam szerint nyolc) paraméterével jellemzik, és nem képesek egyetlen mutatoba
sriteni a zartsdg/nyitottsag mértékét. A kifogas statisztikai hatterében az all, hogy igy a
diszkriminalé erd csokken, hiszen két tabla kozotti kiilonbség tobb szabadsagfok kozott oszlik
meg.

A harmadik nemzedéket a ’90-es évek ota kovetd kutatasok, bar Treiman és Ganzeboom
(2000) negyedik nemzedékként hivatkozik rajuk, nem rendelkeznek kozos kutatdsi programmal.
Sem mddszereikben, sem kutatasi kérdéseikben nem egységesek. Néhany olyan példat emlitek itt
csak koziiliik, ami a grafikus modellek alkalmazhatosagi kérdéséhez kapcesolodik. Az egyik ilyen
modszertani fejlesztés az utmodellek altalanositasanak, a folytonos és kategorialis valtozokat
egyarant kezelni képes strukturdlis egyenletek modelleknek a megjelenése volt (Muthén, 1983,
1984, Winship, Mare, 1983, Xie, 1989). Specialis esetként ide tartozik a kategorialis kimeneti
valtozos regresszios modellek (logisztikus és probit regresszio, ordindlis vagy multinomialis
logisztikus regresszio) elterjedése a szociologidban (pl. az iskolabol a munkaba torténd atmenet
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modellezése, Shavit, Miiller, 1997). Ez utébbiakba beépitheté a magyarazo valtozok nemlinearis
hatasa vagy a koztiik levo interakcio is, amit a Blau-Duncan paradigmabol kritikusai hidnyoltak.

Egy masik ujdonsag az idobeli folyamatok el6térbe keriilése. Az egyik jellemzé megkozelités
ismételt keresztmetszeti vizsgalatokat hasznal, és az idot, mint Onallé valtozét vonja be az
elemzésbe, a tarsadalmi rétegzddés évenkénti valtozasait makro jellegli valtozasokra, pl.
tarsadalompolitikai beavatkozasokra vezetve vissza (pl. DiPrete, Grusky, 1990). Egy masik ide
tartoz6 megkozelités eseménytorténeti (ugyanazokrol a személyekrdl tobb kiillonbozo iddpontbol
rendelkezésre 4l16) adatokkal dolgozik.

A harmadik nemzedék 4ltal hasznalt loglinedris modellekkel szemben felhozott egyik, mar
emlitett kifogas az volt, hogy nem tudjak egyetlen mutatoval jellemezni az adott tarsadalom
nyitottsagat. Erre a kihivasra sziiletett valaszként a unidiff modell (Erikson, Goldthorpe, 1992,
masnéven log-multiplikativ layer effect model, Xie, 1992). Ez a modell elfogadottnak mondhat6 a
kortars mobilitds-kutatdsban, egy friss nemzetkdzi munkdban is egyezményes modszerként
hasznaljak (Breen, 2004). A modell nevét onnét, kapta, hogy idobeli Osszehasonlitasoknal két
idépont kozott egyenletesen valtozo mobilitasi esélyeket (uniform difference- unidiff) tételez fel.
Vagyis a modell szerint a kiilonbdz6 idépontokban mért apa-fit mobilitasi tablak idépontra nézve
feltételes log-esélyhanyadosai csak egy, az adott id6pontra jellemz6 konstans-szorzoval térnek el
a feltétel nélkiili log-esélyhanyadosoktol.

Ez a megszoritas az apa foglalkozasa (F’) — utod foglalkozasa (F) feltételes asszociacionak
egy ¢y konstanssal vald szorzastol eltekintve allandd voltaval azonosithato, ahol a feltétel a T
(idOpont), a k pedig a T egy értékéhez tartozik. A tabla felparaméterezésével az apak i., az utddok
j. foglalkozasahoz ¢és a k. idéponthoz tartozo cella log-gyakorisdga a modell szerint tehat igy all
eld:

log 41 (i, j, k) = 57T+ AT (1) + AT ()4 AT (k)4 AT (k) + AT (oK) + AT G ),
ami az alabbi hagyomanyos loglinearis paraméterezést
log 21(i, jk) = AZFT + AT (i) + AET ()4 AT (k) + AT (1, k)£ ALET (k) + AT (i, /) +
+Apgy (1. J:k)
annyiban szoritja meg, hogy annak utolsé két tagjat egyetlen, a k-t6l és az (i,j)-t6] csak kiilon-
kiilon (interakciojuk nélkiil) fliggd taggal teszi egyenldve:

A (1 7)+ Agesy (1 k) = @0

Itt a yw; mutatja az apa-utdd kereszttdbla (i,j) celldjaban a kapcsolat minden idépontra kozos
értékét, ¢, pedig ennek a kapcsolatnak az intenzitasanak idobeli valtozéasat. Ez, az adott idopontra
jellemz6 ¢ érték a unidiff egyiitthatd. Csokkend (ndvekvd) ¢r—k az asszociacido gyengiilését
(er6sodését), vagyis tarsadalmi nyitodast (zarodast) jeleznek.

Ahogyan maskor, az idére feltételes tablak helyett itt is nézhetiink orszagokra feltételes
tablakat, a unidiff egyiitthato ilyenkor az orszdgok nyitottsdganak Osszevetésére alkalmazhato,
orszagonként valtozo intenzitdsu, de azonos mintdzatd mobilitasi esélyek feltételezésével. Ez a
madszer tehat egyetlen mutatoba siiriti a zartsdg/nyitottsag mértékét; erre a masodik és harmadik
nemzedék moédszerei, ahogyan mér emlitettem, nem voltak alkalmasak. Igy a mobilitas-kutatast
eredetileg motivalo, az elsé nemzedék altal vizsgalt kérdés az altaldnos mobilitas nagysagaval
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kapcsolatban ismét eldtérbe kertiilt. A unidiff modell alkalmazhaté komplikéltabb felallasban is,
egy friss cikk pl. (Beller, Hout, 2006) a unidiff mutat6 értékének orszagkozi kiilonbségeit a joléti
rendszer ¢és az oktataspolitika tipusara (a felsdoktatds hozzaférhetOsége) vezeti vissza.
Technikailag pl. a joléti rendszerre vald visszavezetés a ¢ értékének a joléti rendszer tipusatol
val6 fliggésének megengedésével valdsithatd meg.

Itt emlitenék meg egy, a unidiff modellel kapcsolatos modszertani problémat, ami ismét a
klasszikus kérdéshez, a mobilitdsi mutatd strukturalis valtozasoktol vald fliggetlenségéhez
tartozik. Firth (2005) ill. Breen és Luijkx (2004, a mar emlitett nemzetkdzi 6sszehasonlité munka
zar6tanulmanya) alapjan ugyanis a unidiff modell paraméterei nem rendelkeznek a marginalis
valtozasoktol valo fiiggetlenség tulajdonsagaval. Breen és Luijkx szerint kdnnyen konstrualhatd
pl. olyan tébla, ahol csupan az egyik, nagyon egyenldtlen kilépési aranyszamokkal rendelkezo
szdrmazasi osztaly aranyanak csokkentése csokkenti a unidiff paraméter értékét is. Vagyis a
tarsadalom latszolag nyitottabba vélhat, pedig a mobilitdsi mintdzat (az esélyhdnyadosokkal
jellemzett egyiittes eloszlas) valdjaban valtozatlan. Firth (2005) szerint ugyanakkor ez a probléma
csak rosszul illeszkedd unidiff modell esetén allhat eld, vagyis ha nem teljesiil az az elofeltevés,
hogy a vizsgalt mobilitdsi tabldk log-esélyhanyadosai csak egy orszagspecifikus
szorzdtényez6ben térnek el egymastol.

6.2.2 A torténeti attekintés tanulsagai

A fenti torténeti Osszefoglald alapjan, azt gondolom, jol latszik, hogy az egymadst kovetd
kutatasi paradigmak modszereit legtobbszor nem lehet sem szociologiaelméletileg ,,megfeleld”,
sem matematikailag ,helyes” voltuk alapjan rangsorolni. Bar tgy tiinhet, mintha egy adott
paradigmat a felmeriil6 problémdk miatt levalté €s a problémakat megold6 Uj modszer ,,jobb”
lenne a korabbindl, észrevehetd, hogy a legtobbszér nem matematikai vagy technikai jellegii
problémak 1épnek fel, hanem inkdbb az 1) elméleti koncepciok inkompatibilisek a régi
modszerekkel. Mivel a paradigmak kozéppontjaban allo kutatasi kérdések lényeges pontokban
kiilonboznek egymadstol, a haszndlt modszerek sem csak statisztikailag térnek el egymastol,
hanem koncepcionalis hatteriiket tekintve is. Az el6z8 fejezetben felsorolt mddszertani
alternativak ennek megfeleléen tehat véleményem szerint nem jobbak vagy rosszabbak
egymasnal, hanem mdas-mdas kérdések megvalaszolasira alkalmasak. Ugyanez igaz a grafikus
modellekkel valo 6sszevetésiikre is, ezt részletezném a tovabbiakban.

A mar emlitett 2004-es nemzetkozi tanulmanykétet (Breen, 2004) néhany eredménye Breen és Luijkx szerint a
unidiff modell ezen hatranyos tulajdonsagaval magyarazhat6é. Ugyanis az apa ,,0nallo” foglalkozasi kategoridja
éppen ilyen szarmazasi kategéria: a tobbitél nagyon kiilonb6z6, az altalanos esélyegyenlGtlenséget inkabb noveld
mobilitasi jegyekkel bir. Magyarorszagon ez a szarmazasi kategoria az 1973-1983 ko6zotti intervallumon erésen
csokkend aranyt mutatott, ami Breenék szerint dnmagaban oka lehetett a unidiff modell paraméterében ezen az
intervallumon tapasztalt csokkenésnek, tehat az erésen novekvonek itélt mobilitasnak. Robert és Bukodi (2004)
jegyezte a Breen-kotet Magyarorszagrol szolo fejezetét. Vizsgalatukban a Unidiff modell a disszimilaritasi index
szerint jol magyardzta az adatokat, de a valészinliség-hanyados statisztikat tekintve rosszul illeszkedett, tehat elvileg
valdban felmeriilhetett ez a probléma. Kivancsi 1évén arra, hogy Breen és Luijkx feltevése helytallo-e, néhany éve
megvizsgaltam a Magyarorszagra vonatkozé eredmények érzékenységét a margindlisok valtoztatasara, s
tapasztalataim szerint azok stabilitast mutattak (Németh, 2006b). Vagyis Robert és Bukodi eredményeit vélhetden
nem befolyasolta az 6nallo apak szamarany-csokkenése. David Firth tanacsa alapjan az érzékenységtesztet a
kovetkezOképpen végeztem: a harom évhez tartozé harom tabla marginalisait a lokalis esélyhanyadosok rogzitése
mellett homogenizaltam az un. iterativ aranyos illesztés algoritmusanak segitségével, majd megismételtem a unidiff
modell illesztését.
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Talan legalapvetobb kiilonbség a fenti modszerek kozott, hogy folytonos vagy kategorialis
valtozok elemzésére (esetleg mindkettore) alkalmasak-e. Az eldbbiek koz¢ a linearis regresszios
modszerek ¢és altalanositasaik (pl. utelemzés) tartoznak, az utdbbiak kozé a mobilitasi
aranyszamokat vizsgald, a loglinearis modellekkel ill. azok varidnsaival (pl. unidiff modellel)
dolgoz6 megkozelitések. A strukturalis egyenletek modellezés mind folytonos, mind kategorialis
valtozd kezelésére képes. A disszertacioban kategoridlis valtozokra alkalmazhaté grafikus
modelleket ismertettem, de a grafikus modellezés folytonos valtozokon is értelmezhetd (pl. Cox,
Wermuth, 1996).

A folytonos vagy kategorialis tipus kozotti valasztas elméleti megalapozottsagl: a foglalkozas
vagy az iskoldzottsdg operacionalizaldsa elsdsorban koncepcionalis, s nem technikai kérdés.
Ezzel kapcsolatban emlitettem a foglalkozasi statuszt osztaly-alapon ill. presztizs-alapon
megkozelitd eurdpai ill. amerikai iskola példajat. Hibas az a (pl. Kelley 1990-es irasaban
olvashatd) érvelés, hogy a folytonos valtozo, mivel sok kiilonb6z6 értéket vehet fel, pontosabb
mérdeszkoz, mint a kategoridlis valtozo. A kevesebb kategérids tarsadalmi osztdlyok hasznalata
mellett is allnak mind szociologia-elméleti, mind statisztikai érvek. A két tipus kozotti elméleti
kiilonbség elsdsorban az, hogy az osztalyok strukturalis alakulatok, a presztizs-hierarchia viszont
az egyéni szereplohdz kapcsolodik. Xie és Goyette (2003) szerint a foglalkozéds kategorialis
megkozelitése a mobilitds kontextusdban azért megfeleldbb, mert igy konkrét foglalkozasi
osztalyokrdl is tudunk kijelentéseket tenni. Valoban, folytonos esetben foglalkozasok kozotti
tavolsagot mériink, és a vertikalis mobilitas van a figyelem kozéppontjaban: ,,a magasabb iskolai
végzettség magasabb presztizsii foglalkozassal jar”. Kategoridlis esetben poziciok kozott tesziink
kiilonbséget: ,,az Egyesiilt Allamokban bizonyos foglalkozasok »toborzasi« kritériumaikban
univerzalisztikusabbak masokndl, ezért az azsiai amerikaiak kulturalis t6ke hijan inkabb ezeket
valasztjak” (Xie és Goyette példdja, 2003). Az iskolazottsdg kategorialis hasznalata mellett is
vannak elméleti érvek, pl. ha kozépiskola-tipusok vagy egyetemi szakok mobilitasban valo
szerepe a kérdés, €s nem az iskolai osztalyok szdma — tarsadalmi statusz lineéris kapcsolat.
Altalaban elmondhatd, hogy a kategorialis megkozelités a mobilitdsi mintizat, a tipikus
mobilitdsi csatornak és sorompok (channels, barriers, Blau és Duncan széhaszndlata, 1967)
megtalalasat teszi konnyebbé (Yamaguchi, 1983). Yamaguchi példaival élve: azzal, hogy
kiilonbséget tesziink poziciok kozott, felfedezhetjiik pl. az 6nallok és vallalkozok kozotti, a
fizikai javak atorokitése és annak konverzidja révén miikodtetett csatornat, vagy az onalld
gazdalkodok ¢és a mezdgazdasagi munkdsok kozotti, technoldgiai, informdacios és foldrajzi
izolaltsaguk miatt 1étrejott csatorndt. Ugyanezen osztalyok és a tobbi osztaly kozott ugyanakkor
sorompot taldlhatunk; az utdbbiakat éppen izolaltsdguk valasztja el masoktol, az eldbbieket
kulturalis és anyagi t6kéjiik: nem feltétleniil elég a kozéjiik vald belépéshez a megfeleld iskolai
végzettség megszerzése. E csatornak €s sorompok nem definialhatok folytonos valtozok mellett.

A kategoridlis valtozok ill. a folytonos valtozok haszndlata kozotti kiilonbséget kitlinden
példazza Xie (1989) vizsgalata, aki a Blau-Duncan modellt az eredeti 1962-es adatokkal elemezte
ujra, azzal a céllal, hogy a kiilonboz6é foglalkozasi kategdridk eltérd ,,toborzasi” mintazatat
felfedje. Strukturdlis egyenletek modellt hasznalt, az iskolazottsagot kategoriakkal definialta, a
foglalkozast pedig binaris modon hatarozta meg (két kiilonboz6 valtozoval: tudoméanyos vagy
mérndki foglalkozas vs. egyéb, ill. hivatalnok/vezet6/6nalld vs. egyéb). Eredményei szerint az
eredeti, folytonos valtozokkal miikodé Blau-Duncan modell eredményei Osszemossak a
foglalkozasonként eltérd toborzasi mintakat, pedig a foglalkozési struktura nemlinearis ¢€s
kiilonb6zé dimenzidkban megfoghatd kapcsolatokban termelddik Ujra. A tudomanyos vagy
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mérndki foglalkozasba valo belépést példaul csaknem teljes egészében az iskolai végzettség
hatarozza meg, a sziil6i hatds csak ezen keresztiil érvényesiil, az iskola elérését megkonnyitve.
Ezzel szemben a hivatalnokok/vezetdk/onallok csoportjaba vald belépés sokkal inkabb mulik az
apa tarsadalmi statuszan, két azonos iskolai végzettségli utdod koziil a kedvezdbb hattérrel
rendelkezének van a belépésre nagyobb esélye.

A folytonos ill. kategoridlis valtozok alkalmazhatésdgaval kapcsolatban az elméleti
szempontok utdn a technikai szempontok koziil is megemlitenék néhanyat. A hozzéajuk rendelt
modszerek abban is kiilonbéznek, hogy a regressziora épiilé modszerek alapvetéen linedris
kapcsolatot képzelnek el két valtozd kozott, mig a kereszttabla-alapi mddszerek, mint a grafikus
modellek is, barmilyen nemlinearis kapcsolatot is képesek leirni. A kereszttabla-tipust elemzési
modszerek hatranya viszont, hogy altaldban nem tudnak megbirkézni a til sok {iires vagy
majdnem Tres cella problémajaval. Ezért nem vezethetiink be tal sok kategoriat egy adott
valtozoéhoz — kettd-6t kategoria altaldban az atlagos. Hasonlo problémat okoz, ha tul sok valtozot
vonunk az elemzésbe, vagy ha a bevont valtozok kozott nagyon erds az dsszefiiggés.

A mobilitds mikro- ill. makroszintii megkozelitése alapjan is kiilonbséget tehetiink a
mobilitas-kutatds modszerei kozott. Ahogyan az dsszefoglalobol kitlinik, alapvetden ez a kétfajta
megkozelités is egymdst valtogatta az elmult évtizedekben. A mikroszinti megkozelités az
egyéni statuszelérési folyamatot probalja kovetni (itmodellek, Goodman modositott utmodellje,
¢lettorténeti modellek). A makroszintli megkozelités targya a tarsadalom mint egész, aggregalt
tablakkal foglalkozik, és lehetdleg egyetlen mérészammal probalja jellemezni egy tarsadalom
nyitottsagat (els6 nemzedék tablaclemzései, unidiff modellezés). Egy ilyen Osszevont mutatd
nagyban megkdnnyiti a nemzetkdzi/idobeli Osszevetéseket, statisztikai szempontbol is, hiszen
egyetlen paramétert hasznal, igy nagyobb statisztikai erdvel észleli a nem tul erds trendeket is. A
harmadik nemzedék loglinearis modelljei egyik kategoriaba sem sorolhatok be: aggregalt szinten
jellemzik ugyan a mobilitast, de sok paraméterrel irjak le azt. A grafikus modellek inkabb az els6
megkozelitéshez tartoznak. Az egyéni szintli statuszelérési folyamat egyes allomasainak
egyenldtlenségei jellemezhetdk vele, és nem ad makroszintii egyenldtlenségi mutatot.

Az egyetlen mérészammal jellemzett tarsadalmi mobilitds ugyan konnyli dsszevethetdséget
kindl, de a kiilonbségek magyardzatira nem ad lehetdséget. Magyardzatokat inkdbb a
statuszelérési folyamatot kdvetd mikroszintli megkozelités kindlhat. Véleményem szerint éppen
ezért lenne jol kombinalhaté egymaéssal a két megkdzelités: az aggregalt mérészammal jelzett
kiilonbségek mogotti mechanizmusok a folyamatmodellekkel lennének megtamogathatok. Jo
példa erre a megtamogatasi igényre Beller és Hout (2006) mar emlitett tanulmanya, melyben a
mobilitasi esélyek (a unidiff paraméter) orszagkdzi kiilonbségeit makroszintli mutatok, mint pl. a
felsdoktatds  hozzaférhetdsége  alapjan  kisérelilk  megmagyarazni. Az  eredmények
diszkussziojaban, ahol tobb hipotézist allitanak fel az oktataspolitikdnak a mobilitasi esélyek
meghatarozodasanal betdltott szerepével kapcsolatban, a Blau-Duncan modellt hivatkozzak, ahol
az apai foglalkozas és a foglalkozas kozotti, az iskolai végzettséget is érintd utak jol kdvethetok.
Egyik hipotézisiik szerint pl. az iskolai végzettségnek az apa iskolai végzettségével és/vagy az
apa foglalkozdsaval vald kapcsolatanak orszagkozi kiilonbségei magyardzhatjdk a unidiff
paraméter kiilonbségeit. Hipotéziseik tdmogatast kapnanak, ha grafikus modellként illesztenék a
Blau-Duncan modellt, és konkrét paraméterbecslésekre hivatkoznanak.

Mint lattuk, a mobilitdsi moddszertan klasszikus probléméja a mobilitdsi esélyek olyan
mérészamanak 1étrehozasa, ami fiiggetlen a tarsadalmi struktira valtozasaitél. A probléma
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felismerése Ota gyakorlatilag mindegyik ujonnan bevezetett modszer képes volt megoldani ezt a
problémat, és a grafikus modellek modszere is alkalmas erre. A statuszelérési folyamatot
margindlis loglineéaris paraméterekkel irja le, és ezek a paraméterek, mint a 2.3.1-ben lattuk,
megfeleld paraméterezés esetén variacidsan fiiggetlenek egymastol, igy az egyvaltozos hatasoktol
is.

A mobilitas-kutatdsok negyedik nemzedékének egyik altalam emlitett problémaja az 1d6
kezelése, az egyik ide tartoz6 megkozelités eseménytorténeti modellekkel dolgozik. Léteznek
loglinedris modellek is az eseménytorténetek feldolgozasara (Vermunt, 1997). A marginalis
modelleknek is létezik az iddvel is szamolo, ismételt mérések vagy paneladatok esetén
hasznalhat6 alkalmazésa (Rudas, Bergsma, 2004). Bar disszertaciomnak ez kozvetleniil nem
képezi targyat, de a 7.5. fejezetben mutatok néhany példat paneladatok elemzésére.

A strukturalis egyenletek modell, ami az eredeti Blau-Duncan-féle utelemzés éaltalanositasa, a
grafikus modellhez sok szempontbdl hasonlit: mindketten graffal szemléltetik az asszociacios
strukturat, a valtozok kozotti oksagi kapesolatok utvonalai ugyanugy kovethetdk, és a direkt és
indirekt hatasok is ugyanigy megfoghatok mindkét esetben. Igy bizonyos értelemben
vetélytarsaknak tekinthetok, ezért szenteltem korabban egy onallo fejezetet Osszevetésiiknek
(6.1.4. fejezet). Osszefoglalva az ott irtakat: a grafikus modellek hatranya a SEM-el szemben,
hogy a teljes hatas direkt és indirekt hatdsokra valo szamszerii felbontasa itt nem lehetséges, vagy
legalabbis még nem sziiletett ra javaslat, de ez a kategoridlis SEM esetén is problematikus, €s
csak az utobbi években latszik megoldodni (Kuha, Goldthorpe, 2007). Ugyanakkor a grafikus
modelleknek is vannak elényei a SEM-mel szemben. Grafikus modellekben az élek feltételes
kapcsolatoknak feleltethetok meg, az ¢l torlése pedig feltételes fiiggetlenséget implikal. Igy a
modell paraméterei kézenfekvé mddon, a feltételes kapcsolatok erdsségeként interpretalhatok. Ez
altalanos esetben nem teljesiil a SEM-re. A grafikus modell tehat akkor megfeleld valasztas, ha
feltételes fiiggetlenségekkel szeretnénk leirni a valtozok strukturajat. A tarsadalmi mobilitas
kutatasa ilyen teriilet lehet, ha az a kutatdsi kérdés, hogy a statuszelérési folyamat egyes
allomasain mely kordbban megszerzett erdforrasok hagyhatok mar figyelmen kiviil mas
er6forrasok birtokaban.

Osszefoglaloan: a moédszer megvalasztdsa nem redukalhato statisztikai kérdéssé. Az elméleti
hattérkoncepcid és a kutatdsi kérdés alapjan lehet eldonteni, hogy a grafikus modellek mely
esetekben nyujthatnak a tobbi alternativahoz képest jobb megoldast, vagy mikor egészithetik ki
egy masik szempont bevondsaval azokat.
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7.1 Klasszikus modell, friss adatok: Treiman hipotézise a magyar
rendszervaltasban

A tovabbi fejezetekben néhany sajat alkalmazast részletesebben is bemutatok, ezek nagy része
a mobilitas-kutatasi alkalmazas, egy résziiket kordbban mar publikaltam. Az elsd, legnagyobb
terjedelmi alfejezet a Szociologiai Szemlében (Németh 2006b, angolul Németh 2007) megjelent
tanulmanyom kivonata. Az ide tortén0 beemelésével elsédleges célom az volt, hogy
megmutassam, a grafikus modellek moddszere beillesztheté az adott keretek kozé, eredményei
Osszevethetok mas kutatdsokéval. A kutatds alabbi Osszefoglaldsanal erre a célra koncentraltam.
A tovéabbi, modszertanilag bonyolultabb alkalmazasokban inkabb a statisztikai munka lesz majd
hangsulyos.

7.1.1 Kutatasi motivaciok, kutatasi kérdesek

Treiman gyakran hivatkozott modernizacids hipotézise szerint a gazdasagi-technoldgiai
fejlodés a mobilitds szempontjabdl nyitottabb tarsadalom kialakuldsdhoz vezet, mivel a munka
fokozott blirokratizdlodasa megneheziti a poziciok kdézvetlen atorokitését, ugyanakkor a fejlett
gazdasdg munkaerdpiaca a formalis oktatdssal megszerezhetd képességeket jutalmazza. A
hipotézis szerint az oktatds elterjedtsége, az atfogdbb tomegkommunikacio, a nagyobb
urbanizaci6 és fokozott foldrajzi mobilitds egyarant a merev osztalyszerkezet lebontdsanak
iranyaba hat (Treiman, 1970). Andorka és tarsai 1973-as, 1983-as és 1992-es mobilitasi
tablazatok Osszevetésekor Magyarorszagon az esélyegyenldtlenségek bizonytalan és lassu
csokkenését detektaljak, amit a tétel gyenge alatdmasztasaként értékelnek (Andorka és térsai,
1994). Luijkx-nak és tarsainak (1995) magyarorszagi, 1973 ¢és 1993 kozott felvett, férfiakra
vonatkozé adatokon az iskolai végzettség hatdsdnak novekvo, ill. a szarmazas hatdsanak
csokkend trendjét sikeriilt kimutatniuk, ugyanakkor egyik tendencia sem volt stabil, bizonyos
visszafordulast tapasztaltak a 80-as évek kozepétdl. Interpretacidjuk szerint ezek az eredmények
nem cafoljak, inkabb tdmogatjdk Treiman allitasat, hiszen a nyolcvanas évek masodik felétdl
megindult gazdasdgi teljesitmény-romlas az iparosodas, a modernizacidés folyamatok
visszaeséseként értékelhetd.

Felmeriil a kérdés, hogy ezeknek az éveknek az dsszevetése valoban alkalmas-e az iparosodas
tézisének tesztelésére. A rendszervaltds sokdimenzids folyamat, elvalaszthatatlanul 6sszefonodo
politikai, gazdasagi, tarsadalmi és kulturalis Osszetevokkel. A vaéltozdsoknak az iparosodésra
torténd egyoldall visszavezetése a kiilonbozd okok 0sszemosasat jelentené.

Ugyancsak megfontoland6 az elemzés idOkeretének kiszélesitése. Ahogyan Luijkx és tarsai is
emlitik, 1992-1993 tobb szempontbol mélypontja volt a rendszervéltast kovetd gazdasagi
atalakulas negativ kisérdjelenségeinek. Mivel ma mar frissebb adatok is rendelkezésre allnak,
referenciapontként késObbi, a gazdasagi-tarsadalmi atalakulas stabilizalodasat kovetd idépont is
kijelolhetd.

Tovéabbi kérdéses pont a makrotarsadalmi folyamatok reakcididejének kérdése. Ha a
rendszervaltas hozta politikai valtozasokat tételezziik fel hatotényezdként, vajon mikorra varhato
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hatasuknak megjelenése a mobilitasi mintdkban? Ez a probléma ritkan keriil expliciten emlitésre,
bar hasonl6 kérdések felmeriilnek; pl. Breen és Luijkx (2004) a kdvezetd problémat emliti: ,,A
»szocidldemokracia« példajat véve, az aktudlisan szocidldemokrata kormanyzati orszdgokban
varnank nagyobb fluiditast, vagy plauzibilisebb lenne csupén a szocidldemokrata kormanyzas
hosszabb (még specifikalando) idejii fennallasat relevansnak venni?”** A klasszikus nemzetkozi
vizsgélatok altalaban egy-két évtizedes id6hosszakat fognak kozre, impliciten feltételezve, hogy a
tarsadalmi folyamatok ilyen tavon reagaljak le a gazdasagi/politikai valtozasokat. Ahogyan fenti
példdim mutatjdk, a hazai munkak az iparosodasi hipotézist tesztelve hasonld feltételezéssel
¢lnek.

Végiil, ettdl nem fliggetlen probléma az, hogy a rendszervaltas vizsgalatakor tulajdonképpen
jorészt a rendszervaltast megel6zden beindult folyamatokrél beszélhetiink — mind a gazdasagi
dimenziokat (a kvazipiaci formak, ill. a makroszintii valsagtiinetek, a foglalkoztatas
csokkenésének megjelenése), mind a politikai, oktataspolitikai dimenzidkat tekintve. Pl. Gazso,
Laki (2004) szerint a szarmazason alapuld szelekcids mechanizmusok erdsddése, az allam
kihatralasa esélykiegyenlitd szerepébdl nem a rendszervaltas iddszakaban kezdddott, csak az
allamszocializmus utolso évtizedének mechanizmusai folytatodtak tovabb.

Az alabbiakban 1983-as, 1992-es és 2000-es felvételek statusmegszerzésre vonatkozo adatait
vetem Ossze. Kutatasi kérdésem a klasszikus modernizacios hipotézisbol indul ki: vajon milyen
iranyban valtozott a vizsgalt idészakban az apa statusza (iskolazottsaga, foglalkozdsa) és a
kérdezett statusza kozotti kapcsolat? A fent emlitett problémaknak megfeleléen a detektalt
valtozasokat nem tisztan a gazdasagi fejlodés, hanem (mar a ’80-as években megindult)
soktényezOs rendszervaltozasi folyamat kovetkezményeként értékelem majd. Keriilném azt a
megfogalmazast, hogy a rendszervaltds tarsadalmi hatdsainak végigkisérése lenne a cél — a
gazdasadgi hanyatlds hatasa talan mar felfedezhetd ezekben az adatokban, a novekvésé
valoszintileg még nem.

Az elemzés sordn a Kozponti Statisztikai Hivatal 1983-as és 1992-es Tarsadalmi mobilitas
kutatasanak ill. 2000-es Eletmod és idomérleg-vizsgilatanak adatait hasznilom. Ez az idészak
nem kontinuus fejlédésnek, inkabb U-gorbét leird, két ellentétes iranytl periodusbol allo
folyamatnak tekinthetd. Munkaerdpiaci szempontbol Kézdi (2002) veti fel az 1986-1999 kozotti
1ddszak két fazisu voltat, 1995-6s osztoponttal. Elemzése szerint az elsd fazisra a munkahelyek
nagyaranyu megsziinése €s az agazatok kozotti tomeges reallokacid, mig a masodik fazisra a
foglalkoztatds csokkenésének megallasa, a magasabb képzettséglieck ardnyndvekedése ¢€s az
iskolazottsag bérekben mért hozamanak gyorsabb ndvekedése jellemzd. Szocioldgiai
megkozelitésben Kolosi és Robert (2004) targyaljdk a fenti idészak ellentétes iranyt mutatd
atalakulasi fazisait.

7.1.2  Elméleti hattér, korabbi vizsgalatok

A rendszervaltozas longitudindlis vizsgalatakor altalaban alkalmazott elméletek a korabbi
nemzetkdzi, elsOsorban keresztmetszeti Osszehasonlitd vizsgalatok szokadsosan alkalmazott
magyarazd elméleteire tamaszkodnak. Igy az 6.2.1. fejezetben maér emlitett, Lipsettdl és
Zetterbergtdl szdrmazo, Blau és Duncan ill. Treiman &ltal pontositott, az ipari tarsadalmak
feltételezetten egyetemes szerkezetére épiild, alapvetden funkcionalista gazdasagi magyarazatok

* Sajat forditasom.
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meriilnek fel - ezek a gazdasigi novekedést kovetd tarsadalmi nyitodast josolnanak™.
Megemlitenddk tovabba a politikai szervezetek rétegzodésre gyakorolt hatasat vizsgald politikai
magyarazatok. A politikai megkozelitésre koncentralod vizsgalatok a szocialista blokkon beliil is
lényeges  kiilonbségeket talaltak, illetve - elsdsorban nemzetspecifikus torténelmi
jellegzetességekre visszavezethetden - nem lattdk megalapozottnak a szocialista mobilitdsi minta,
mint specidlis tipus meglétét (Simkus, 1981, Kurz-Miiller, 1987). Mas vizsgalatok szerint mivel
néhany nem-baloldali kormanyzati orszagban a baloldaliakéhoz hasonld a mobilitds szintje, a
politikai intervencid, bar feltételezhetd, de nem az egyediili tarsadalmi meghatarozé tényezo (pl.
Breen-Luijkx, 2004). Ezért a gazdasagi megkdzelitéssel szemben a politikai elmélet esetében
nem beszélhetiink a rendszervaltozassal kapcsolatos egyértelmi ,,elorejelzésekrol”.

E két, a mobilitasi mintazatok valtozasat szisztematikus (és megmagyarazhato) folyamatnak
1at6 megkozelitéssel szemben all az 6.2.1. mar emlitett harmadik tézis, mely Sorokin (1964:
142.0) nevéhez fiiz6d0 valtozatdban szélesebb torténelmi perspektivabdl trendmentes
ingadozdsnak tekinti a mobilitds abszolit ratainak valtozésait. Az elmélet Gjabb, a mobilitas-
kutatasok harmadik nemzedékének CASMIN-projektjéhez kapcsolhatdo valtozatidban a relativ
mobilitasi esélyeknek (social fluidity) a tarsadalmi rétegzddés konkrét megoszlasatol fiiggetlen
mintazatanak és szintjének allanddsagat tételezi fel az iparosodott orszagokban.

Sorokinhoz hasonloan, igaz, mas elméleti alapon, de Boudon (1974) is cafolja az egyenldség
novekedésének tendenciajat. Véleménye szerint még ha gyengiil is a szdrmazéas és az iskolai
végzettség kapcsolata, a hatranyos szarmazas akkor is megjelenik a munkaba allaskor, vagyis az
elért statuszban — igy az egyenl6tlenségek egy szinttel feljebb tolodnak. Mare (1981) klasszikus
elemzésében szintén az oktatds demokratizdlodasahoz flizott optimista varakozasokat cafolja.
Kimutatja, hogy az Egyesiilt Allamokban a szarmazasi esélykiilonbségek az expanzié ellenére
novekedtek a magasabb iskolai szinteken.

Az elméletekhez kapcsolddd korabbi vizsgalatoknak a jelen kutatdsi kérdést érintd
eredményeire térve: Treiman és Yip (1989) nemzetkdzi Osszehasonlitd vizsgalatit a
modernizacids tézis empirikus igazolasaként szokés citalni. Elemzésiikben huszonegy, az
iparosodottsag kiilonbozd fokan allo orszag keresztmetszeti kutatasbol szarmazd adatain az apa
foglalkozdsdnak és a kérdezett iskolazottsaganak a kérdezett foglalkozasara gyakorolt hatasat
vizsgéljak. Fontos megjegyezni, hogy Treiman hipotézisében a mobilitds-kutatasok masodik
nemzedékének elméleti és modszertani irdnyvonalat kovetve direkt és teljes hatasokat
kiilonboztet meg, ennek megfeleléen ebben a vizsgalatban is tobbszords regresszids modellek
egyiitthatoival, mint a direkt hatasok megfeleléjével dolgozik. Eredménye szerint az
iparosodottabb orszagokban az iskolazottsagnak a foglalkozasra gyakorolt hatasa erdsebb ¢és az
apa foglalkozasanak hatasa gyengébb, azaz sikeriil bizonyitania az iparosodottsag — tarsadalmi
nyitottsag kapcsolatot.

Egy masik gyakran hivatkozott, jabb munkaban Goldthorpe (1996) arra a kovetkeztetésre
jut, hogy bar a ’60-as, *70-es években végzett vizsgalatok a foglalkozas, az iskolazottsag €s az
apa foglalkozasa kozotti direkt hatasokat tekintve tobbé-kevésbé valoban alatamasztjak az
Er6so6dd Meritokratikus Kivalasztodas elvét (lasd a 45. labjegyzetet), a 90-es évekbdl szarmazd

*3 Hasonlo az implikacioja az Gjabb meritokratikus elméleteknek is, igy példul Jonssonénak (1992), aki bevezette az
Er6s6d6 Meritokratikus Kivalasztddas hipotézisét, mely szerint a posztindusztridlis tarsadalmakban azok
hatékonysagvezérelt volta kovetkeztében az egyéni érdemek valnak az oktatdashoz valé hozzaférésnek, majd a
munkaerdpiaci pozicido megszerzésének kulcstényezbivé.
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munkdk Anglia, Wales, Svédorszdg adatain éppen ellentétes kovetkeztetésekre jutnak.
Goldthorpe interpretacidja szerint a vizsgalatok eltérd metodikdjan kiviil valodi valtozasok is
okozhatjak ezeket az eredményeket: a modern tarsadalmak az elterjedt vélekedéssel szemben
talan sokkal kevésbé miikodnek ,,hatékonyan”.

A Magyarorszagon végzett vizsgalatok koziil Luijkx és tarsai 1995-6s eredményeit a
bevezetdben mar emlitettem; fontos még megjegyezni a munkardl, hogy az alkalmazott
tobbszoros logisztikus regresszid folytdn a fentiekhez hasonléan szintén iskoldzottsag —
foglalkozas ill. apa foglalkozdsa — foglalkozéas direkt hatdsokat szamszeriisit. E tanulmany
tovabbfejlesztett valtozata (Luijkx és tarsai, 2002) szerint tényleges elmozdulés figyelhetd meg a
szdrmazastol a teljesitmény iranyaba, iddintervalluma (1989 a végpont) azonban nem illeszkedik
jelen kérdéslinkhoz. Mégis érdemes megemliteni, mert nem csak gazdasagi, hanem politikai
magyardzatokat is figyelembe vesz.

Az intergeneracios foglalkozasi mobilitassal kapcsolatos ujabb hazai publikaciok kozé
tartozik Bukodi (2001) munkaja. Eredményei alapjan a nemzedékek kozotti mobilitas 1983 és
1992 kozott alig valtozott, 2000-re viszont lecsokkent. A szerzé a mobilitds mértékét a teljes
mobilitasi ardnyszammal definialja. Késobbi munkéjaban (2003) ugyanezen adatok alapjan a
teljes mobilitasi ardnyszamot felbontja vertikalis és horizontalis mobilitdsi aranyszdmokra®,
amibdl kideriil, hogy az eltelt iddszakban a vertikalis (tehat ténylegesen presztizs-valtoztato)
mobilitas nem valtozott, mert a csokkend teljes mobilitdssal parhuzamosan a horizontalis
mobilitas aranya is csOkkent. Ugyancsak az apa foglalkozasa —foglalkozas kétdimenzios
kapcsolatot elemzi egy jabb tanulmanyban Robert és Bukodi (2004), egy nemzetkozi vizsgalat
részeként, ahol Erikson és Goldthorpe altal a Constant Flux c. munkaban kialakitott modelleket
hasznaljak. Az 1973-as, 1983-as, 1992-es és 2000-es évek Osszevetésével ugy taldljak, hogy a
korabbi mobilitas-novekedés a 90-es években a ndk esetén rendkiviil lelassult, a férfiak esetén
pedig visszafordult.

A szarmazasnak az iskolai végzettségre gyakorolt hatdsara vonatkozoan a hazai szocioldgia
eredményei kozil els6sorban modszertani szempontbodl érdemes megemliteni Andorka és Simkus
(1983) Boudon és Mare eredményeire reagalo kutatasat. A szerzék explicit szandéka volt, hogy a
mobilitds megvaltozasat az oktatasi expanzid hatasatol fiiggetleniil mérhessék, ezért loglinearis
elemzést végeztek.

A téma oktataspolitikai fontossdganal fogva tobb 0j hazai vizsgalat is késziilt e kérdéskorben.
Székelyi és tarsai (1998) a szarmazas hatasanak idobeli véltozasat vizsgaljak egy 1997-ben,
felsdoktatasi hallgatok korében végzett kutatdsban, ahol elsésok €s végzdsok csaladi hatterét
vetik Ossze. Eredményiik szerint az els6sok kozott nagyobb az alacsonyabb statuszu csaladbol
szdrmazok aranya. Gazso €s Laki (2004) szerint ez az Gsszevetés nem relevans, hiszen targya az
elsésok és a végzdsok kozotti kiillonbség, de nem az esélyek valtozasa. Valoban, a modszerrel

értelmezhetd. A teljes mobilitdsi ardnyszamot az apjuktol eltéré osztalyba tartozd valaszadok aranyaként
hatdrozhatjuk meg. A teljes mobilitdsi ardnyszdmot ésszerli tovabb bontani vertikalis és horizontdlis mobilitasi
aranyszdmokra, ahol a vertikdlis mobilitas eltérd presztizsii foglalkozasi osztalyok kozott, a horizontalis mobilitas
azonos presztizsti foglalkozasi osztalyok kozott valosul meg. Ugyanis a foglalkozasi osztalyozasok mogott nem all
feltétleniil presztizsrangsor, pl. az eredeti EGP skalan kiilon kezelt 6nallo kereskeddk, iparosok és szolgaltatok, vagy
kozvetlen termelésiranyitok és szakmunkasok a presztizsrangsorokban leggyakrabban azonos szinten helyezkednek
el.
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szemben felhozhato, hogy a végzdsok kozott mar nincsenek ott az idékdzben lemorzsolddottak,
akik esetleg inkabb alacsonyabb statuszi sziil6k gyerekei. Gazso és Laki 1973-as, 1997-es és
2000-es adatok alapjan veti Ossze az egyetemi/foiskolai hallgatok szadrmazasi hatterét és
alapvetden valtozatlansagot tapasztal; interpretacidjuk szerint a felsdoktatds expanzidja nem
kapcsolodott ssze esélykiegyenlitédéssel*’. Bukodi (1995) 1992-es adatokon, tobbszords
regresszios modellel vizsgalja az iskolazottsag és az apa foglalkozasa ill. iskolazottsaga kozotti
direkt kapcsolatot. Az iddbeli valtozasokat a minta életkori csoportokra bontasaval, mintegy
keresztmetszeti kohorszelemzést végezve szamszerlsiti. Azonban a tényleges valtozasok ezzel a
madszerrel sem detektalhatok teljes megbizhatosaggal. E kohorszelemzés problémadja, hogy az
idésebb kohorszok a természetes elhalds miatt nem teljesek, ami azért okozhat gondot, mert
hazankban igen erds a varhato élettartam tarsadalmi meghatarozottsaga (pl. Kovacs, Hablicsek,
2000).

Tovabbi vizsgalati eredmények *90-es évek végi adatokra timaszkodva erds szdrmazasi hatast
mutatnak az iskolai teljesitmény tekintetében, igy Andor és Liskd (2000), vagy Robert (2004).
Ezek a vizsgéalatok azonban nem végeznek dsszevetést korabbi évek adataival.

7.1.3 Modszertan

Kutatasi kérdéseim az aldbbi abran lathatd grafthoz tartozé modell hatdsaira vonatkoznak. A
graf Donald Treimannak a 21. abra lathato modelljére épiil, ami tulajdonképpen az eredeti Blau-
Duncan modell egy varidnsa, eredeti forrdsa Duncan et al. (1968), de igazan ismertté valoban
Treiman (1970) tette. Az eredeti Treiman-modell tehat az adatbézisaimban nem szerepld
jovedelmet is tartalmazza, de ez a kiilonbség nem érinti az itt vizsgalt kapcsolatokat, azok
azonosak. A graf alapjan lathat6, hogy a modellbdl az /’F hatés keriilt eltavolitasra.

E F

20. abra. A vizsgalt modell (I: iskolazottsag, F: foglalkozas, I’: apa iskolazottsaga, F’: apa foglalkozasa)

A modell irdnyitott kdrmentes graf-modell, a lokalis Markov-tulajdonsag™ az alébbi feltételes
fliggetlenségi allitast implikalja:

FLI'|F'IL (66)

*" Ez a kijelentés els6 hallasra talan paradoxonnak tiinhet, am matematikailag nem az: mint Mare (1974) korabban
emlitett eredménye is mutatja, az adott végzettséget megszerzOk aranyanak valtozasa fiiggetlen a tarsadalmi
esélykiilonbségek valtozasatol.

¥ A 3.5. fejezetben lattuk, hogy IKG-n és pozitiv eloszlas mellett minden Markov-tulajdonsag ekvivalens, ezért nem
jelent megszoritast a lokalis tulajdonsag valasztasa.
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Treiman a modernizacios hipotézisben konkrét alhipotéziseket fogalmaz meg, eszerint a
modernizacioval gyengiil

1. az apa foglalkozasa - foglalkozas teljes hatas,

2. azapa foglalkozésa - foglalkozas direkt hatés,

3. az apa foglalkozasa - iskoldzottsag direkt hatas,
ugyanakkor er6sodik az

4. iskolazottsag — foglalkozas direkt hatés.

A modernizacids hipotézis egyes pontjait kovetve az alabbi elemzés célja a marginalis
loglinearis paraméterek értékeibdl kiindulva a kapcsolatok idébeli valtozasanak vizsgalata lesz.
Az elemzést nemenként kiilon végezem, hiszen a targyalt kérdésekben tobb korabbi vizsgalat is
nemi kiilonbségeket mutatott ki (hazai friss példa Robert, Bukodi, 2004). Fontos ismét
hangsulyozni azt a 2.1. fejezetben mar targyalt tényt, hogy a loglineéris paraméterek fiiggetlenek
a tablak marginalisaitol, ezért pl. az apa-kérdezett sszevetésekben elonyds modon a foglalkozasi
struktira valtozasaitol fliggetlen valtozést jelenitik csak meg, vagy - masik példaval élve -
kikiiszobolik az egyetemi képzés expanzidjanak hatasat. Természetesen ugyanezzel az eldnyds
tulajdonsaggal bir a klasszikus loglinearis elemzés is, ahogyan azt pl. Andorka €és Simkus (1983)
a modszertan megvalasztasanak indoklasakor hangsulyozza.

Az 4.5. fejezetben részletezett eljarast kdvetve a modellnek megfeleld eloszlas az aldbbi
marginalis loglinearis paraméterekkel adhaté meg:

I' AI' 2I'F'" qI'F'" qI'F'I qI'F'I 2I'F'l qI'F'l qI'F'IF qI'F'IF qI'F'IF 4I'F'IF
/IQJ'I'J'F' AT Ay S Aer s Ay Ar Apr Ay T A (67)

Ugyanakkor a (66)-nak megfeleld paraméterek értéke nulla:

I'F'IF I'F'IF I'F'IF I'F'IF
ﬂ'I'F ’ﬂ'I'F'F ’/11'1F ’ﬂ’I'F'IF . (68)

A modernizacios hipotézis 2.-4. pontjdhoz a A."" AL AP paraméterek kapcsolodnak,
F'F F'l IF

mig 1. pontjéhoz a paraméterezésben nem szerepld A, paraméter tartozik. Ezek idébeli
valtozasat vizsgalom a tovabbiakban.

Ugyanezen adatok felhasznaldsaval tobb vizsgalat is késziilt mar (pl. Bukodi 2001, Bukodi
2003, Roébert, Bukodi 2004). Az eredmények kozvetlen Osszevethetdsége érdekében Robert €s
Bukodi (2004) dontését kdvetve a vizsgalati populacidt a 20-69 éves aktudlisan dolgozdkban ill. a
valaha dolgoz6 munkanélkiilieckben hataroztam meg. A nemenként kiilon bontott egylittes
eloszlas cellait a szokasosan alkalmazott 0,5-0s elemszammal toltottem fel, az iires cellak
elkeriilése érdekében. A minta elemszamai a kdvetkezOképpen alakultak:

1983: férfiak - 9076 mintaclem (2 iires cella), nok — 7834 (3 iires)
1992: férfiak - 7045 (2 iires), nok — 6364 (2 iires)
2000: férfiak - 2463 (nincs iires), nék — 2009 (5 tires)

Az elemzés soran az adatbazisokhoz eredetileg hozzarendelt stilyokat hasznaltam.
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A modell viszonylagos Gsszetettségét ellensulyozandd® a valtozok képzésénél a kategoriak
alacsony szdmara torekedtem. Az iskoldzottsagot binéris valtozoként hasznaltam, mégpedig az
apa (érettségizett/érettségi nélkiil) ill. a kérdezett (diplomés/diploma nélkiil) esetére mas
kategoridkkal, ennek oka a megkdzelitdleg azonos eloszlasu valtozok képzésére valod torekvés
volt.

Az apa foglalkozasat a kérdezett 14 éves koraban meglevd foglalkozassal definialtak a
kérddivek. A foglalkozds meghatarozasakor szerencsés lett volna a kérdezett els6
foglalkozasanak hasznalata, de ez az informacié nem allt rendelkezésre mindegyik adatbazisban.
Ezt a problémat megoldandé Andorka (1995) azzal probalkozik, hogy kiilon vizsgalja a
fiatalokat, ahol a "jelenlegi" foglalkozas jo proxy a palyakezdd foglalkozésra. Jelen vizsgalatban
ezzel a céllal kiilon elvégzem majd a 20-29 éves korosztaly vizsgalatat. A foglalkozasi kategoriak
kialakitasdnal Erikson és Goldthorpe (1992) ajanlasat kovetve az EGP skaldhoz illeszkedd
harmas beosztast hasznaltam:

1. felso osztaly (szolgaltatd osztaly: vezetd, szellemi szabadfoglalkozésu, diplomas alkalmazott)
2. kozéposztaly (egyéb szellemi, szakmunkas, iparos/kereskedd/szolgaltato, gazdalkodo)

3. als6 osztily (alacsonyabb szintli kereskedelmi ¢és szolgaltatdé dolgozok, betanitott
munkas/segédmunkas/mezdgazdasagi fizikai).

Ennek a megoldéasnak a kategoridk alacsony szdman kiviil az is eldnye, hogy az ordinalitas
kovetkeztében vertikalis mobilitast hatdroz meg a kategoria-ugras.

7.1.4 Eredmények

A valbszintiség-hanyados tesztstatisztika szerint a modell illeszkedése mindharom évben,
mindkét nemre rossz (p<0,01), kivéve a 2000-es évben a ndk esetét, ahol a modell jol illeszkedik
(p=0,115). Vagyis a modellt definialo, (66)-ban meghatarozott, az apa iskoldzottsagara €és a
kérdezett foglalkozdsara vonatkozé feltételes fliggetlenségi allitdis nem fogadhato el. Ezért a
modellt elvetettem, ¢és a tovabbiakban a 2. 4bra modelljének modositott, az /’-F nyilat is
tartalmazo valtozatat alkalmaztam. Ez, mivel egyetlen hidnyzo nyilat sem tartalmaz, telitett
modell. A paraméterezést tekintve ez a (68)-ban felsorolt paraméterek szabad, nem nulldban
rogzitett paraméterként torténd hasznalatat jelenti. A kovetkezOkben e paramétereket fogom
megbecsiilni.

A kutatasi kérdéseim szempontjabol relevans négy paraméter értékének becslése az alabbi
tablazatokban taldlhato. A cellakban a felso érték a férfiakra, az also6 a ndkre kapott becslés.

5. tablazat. Paraméterbecslések a modernizacios hipotézis 2. pontjahoz

* Visszautalnék az 6.2.2. fejezetre: sok kategéria hasznélatéval esetleg til sok iires vagy majdnem iires cella allhatna
eld.
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apa foglalkozasa- foglalkozas direkt hatas

I'F'IF
//LF'F

év apa: felso osztaly apa: kozéposztaly apa: also osztaly
felsé kozép also felsé kozép also felsé kozép also
0.06]  -0.14 0,08 0,04 0.12]  -0.16]  -0.10 0,02 0,08
1983 036]  025] -011] -0,09 028]  -0,19] -027| -0,03 03
033]  -0.13] 020 -0,02 0.17] -0.15] 031 -004 035
1992 033 202 013|007 0.08] -0.01] -026 0.12 0.14
030] 020 -010| 0,11 031] 020 -019| 0,11 0,30
2000 0.15] -0.10] __-005| -0,10 0.06 0.04]  -0.05 0,04 0,01

6. tablazat. Paraméterbecslések a modernizacios hipotézis 3. pontjahoz

apa foglalkozasa — iskoldzottsdg direkt hatds ﬂéfl

év apa: felsé osztaly apa: kozéposztaly apa: also osztaly

diplomas ilillz:};l diplomas aZI;ZZZZZI diplomas aZI;ZZZZZI

032  -005] 027 -032 0,05 0,27

1983 030]  -0.13] -017| -030 0.13 0.17
034]  -0.06] -028| -034 0.06 028

1992 034] 0,09 -025| -034 0,09 0,25
042]  -0.13] 029 -042 0.13 029

2000 028] 007 -021| -028 0.07 021

7. tablazat. Paraméterbecslések a modernizacios hipotézis 4. pontjahoz

iskolazottsag - foglalkozas direkt hatds /1111;F'1F

év diplomas diploma nélkiili
felsé kozép alsé felsé kézép alsé
119 -1.19]  -0.28 028  -091 091
1983 128 -128] 0,43 043  -085 0,85
135 -135 04 04|  -095 0,95
1992 15| -LI5 204 04| -0.75 0.75
092 092 -031 031  -0,61 0,61
2000 101 -101] 0,19 0,19 -082 0,82

8. tablazat. Paraméterbecslések a modernizaciés hipotézis 1. pontjahoz

apa foglalkozasa — foglalkozas teljes hatads ﬂ,}fg

év apa: felsé osztdly apa: kozéposztaly apa: also osztaly
felso kozép also felsé kozép also felso kozép also
072|020 052 023 0,09 0.14|  -0.49 0,11 0.38
1983 0,73 0.02|  -0,75| -025| 0,05 030  -048 0,03 0,45
0,79 <023 -056| 0,15 0,08 0,07  -0,64 0,15 0,49
1992 0.71] 006 -065| -0,17 0,02 0.15] 0,54 0,04 0,50
095]  -041] 054 -032 0,27 0,05| 0,63 0,14 0,49
2000 0,66| 003 063 023 0,05 0,18  -043| -0,02 0,45
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A fenti tdblazatokban szereplé minden paraméter értéke szignifikins™’. A hatasok idébeli
valtozasanak szignifikancidjara vonatkozo proba szerint pedig az

e apa foglalkozédsa - foglalkozas direkt hatds nem valtozott szignifikans modon egyik
nem esetén sem,

e az apa foglalkozasa- iskoldzottsag direkt hatds a férfiak esetében 1983 és 1992 kozott
nem valtozott szignifikdnsan, de 1992-2000 kozott (és a teljes 1983-2000 kozotti
intervallumot tekintve is) szignifikdnsan erdsodott, mig a ndk esetében sehol nem
valtozott szignifikdnsan,

e az iskolazottsdg — foglalkozéas direkt hatds nem valtozott szignifikdns mdodon sem a
nok, sem a férfiak esetében, mig

e az apa foglalkozasa — foglalkozés teljes hatds a férfiak esetében mind 1983-1992
kozott, mind 1992-2000 kozott (és a teljes 1983-2000 intervallumon is) szignifikansan
valtozott. Az egyes paraméterértékek valtozasara kiilon elvégzett szignifikancia-teszt
alapjan elmondhato, hogy ezt a valtozast a zarddas iranydba mutaté (abszolut
értékiikben novekedd) paraméterek szignifikans valtozadsa hozta. A ndk esetében a
valtozas csak az 1983-1992 intervallumon szignifikans. Itt a részletes teszt alapjan
elmondhato, hogy a kozéposztalybeli apak utddainak esélyei valtoztak szignifikansan,
mégpedig a nagyobb nyitottsag iranyaba. 1992-2000, s6t 1983-2000 sem talalunk
viszont szignifikans valtozast.

Mar emlitett okok miatt a 20-29 éves korosztalyt kiilon is vizsgaltam, bar az esetszamok igy
erosen lecsokkentek (2000-ben csak 703 férfi és 530 nd tartozott a mintdba), tehat ovatosan
értelmezenddk az eredmények. A tapasztalatok jorészt a fentiekhez hasonld tendenciat— a ndk
esetén valtozatlan esélyegyenldtlenségeket, a férfiaknal bizonyos mutatok esetén mar novekvo
egyenldtlenségeket - mutatnak. Az utobbi megfigyelést részletezve: az apa foglalkozasanak ¢€s a
fil iskolazottsdganak 1983-1992 kozott felerdsodd Osszefliggését, illetve az iskolazottsag —
foglalkozas hatas 1983 és 2000 kozotti szignifikans csokkenését talaltuk.

7.1.5 Osszegzés

Eredményeim szerint (1) az iskolazottsagnak lényegi szerepe van a tarsadalmi statusz
elérésében, &m ez a hatas nem erds0dott, sot, a fiatal férfiaknal inkdbb csokkent. Ugyanakkor (2)
bar az apa foglalkozasanak a kérdezett foglalkozasara vonatkozo teljes hatdsa mindharom évben
mindkét nemre igen erds, (3) a direkt hatds joval gyengébb, de azért szignifikans. Figyelembe
véve, hogy (4) az apa foglalkozéasa erds hatast gyakorol az iskolazottsagra, elmondhato6, hogy a
tarsadalmi Ujratermelddés egy része az iskolai végzettségen keresztiil valosul meg, vagyis az
iskolanak a tarsadalmi reprodukcioban is lényeges szerepe van, az ujratermelddés fontos
csatorndjanak tekintheto.

Az (1)-(4) eredmények mind egybevagnak az ipari tarsadalmakra vonatkozd klasszikus
megfigyelésekkel, pl. a mult szdzad kozepének Amerik4jat vizsgdld, a mobilitas-kutatasok
masodik nemzedékéhez tartozd, igy a szokasos utelemzést hasznilo Blau ¢és Duncan
eredményeivel (Ganzeboom, Treiman, Ultee, 1991). Ugyanakkor Treiman és Yip (1989) 21

> Ha masként nem jelzem, 0,05 szintii szignifikanciat szamolok.
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orszagnak a ’70-es évek elejérdl szarmazo adatait Osszevetve az iskoldzottsagot 1ényegében a
szarmazastol fliggetlennek taldljak (szemben a (4) eredménnyel), ezzel arra a kovetkeztetésre
jutva, hogy a foglalkozasi statusz sokkal inkabb a végzettség, mint a szarmazas fiiggvénye. Ezzel
szemben egy friss nemzetkdzi vizsgalat angol, francia, ir, svéd és holland adatokbol kiindulva a
szarmazasnak a statusmegszerzésre vonatkozo hatdsat az iskoldzottsagra korrigalva is erdsnek
talalta (Breen-Luijkx, 2004). Ezekben az orszagokban, Magyarorszaghoz hasonldan, a tarsadalmi
ujratermelddésnek az iskolazottsagon kiviil mas jelentds csatornai is feltételezhetok.

Az apa foglalkozdasanak az iskolazottsagra vonatkozd hatasa eredményeim szerint
mindharom évben szignifikans, ez megfelel az iskolai teljesitmény tekintetében erds szarmazasi
hatast kimutat6é hazai vizsgalatoknak (Andor, Lisko 2000, Robert 2004). A hatés férfiak esetén
tapasztalt er6sddése, nok esetén talalt valtozatlansaga az Elméleti hattér, kordbbi vizsgalatok c.
részben emlitett — igaz, nem teljesen azonos kérdésfeltevéssel, nem azonos intervallumon és nem
azonos modszertannal késziilt — hazai vizsgalatok legtobbjével egybevag. Székelyi és tarsai
(1998) irasa ugyan ellentmondani latszik, 0k a mobilitds novekedését detektaljadk, am az
eredmények Osszevethetdségével kapcsolatban korabban mar jeleztiik a lehetséges problémakat.

Eredményeim lehetséges magyardzata els6sorban az oktatds demokratizdlodasahoz flizott
optimista varakozasokat cafolo vizsgalatokhoz (Mare, Boudon) kothetd. Mig ezek a vizsgalatok a
pusztan a felsdoktatasi féréhelyek szamdnak novelését célzo tarsadalompolitikai beavatkozasok
sziikségszerli sikertelenségét hangsulyozzak, addig hazai szerzOk a felsdoktatas expanzidjanak
végrehajtasi modjat is kritizaljak, pl. Gazsé (1997) szerint a szelektiv felsdoktatast a spontan
makrotarsadalmi folyamatokat felerdsitve a kdzoktatas-politika is tdmogatja.

Az Elméleti hattér, korabbi vizsgalatok c. részben emlitett hazai tanulmanyok koziil az apa
foglalkozasanak az utod foglalkozasara vonatkozd direkt, iskolazottsagra kontrollalt hatasat az
adott periodusra egyediil Luijkx és tarsai (1995) vizsgaltak férfiakra vonatkozoan, 1973-as, 1983-
as és 1992-1993-as adatokat Osszevetésével. Megkozelitésiik — az elemzési modszer eltérésén
kiviil - abban kiilonbdzik a jelen tanulmanyétol, hogy nem korrigaltak az apa iskolézottsagara,
illetve kiilon vizsgaltdk a le- ill. felfelé mutatd6 mobilitas esélyeit. A szdrmazas felfelé mutato
mobilitdsra vonatkoz6 hatdsaval kapcsolatban U-alaku gorbét detektaltak, mig a lefelé mutato
mobilitassal kapcsolatban valtozatlan hatast. Bar eredményiik a modszertani eltéréseket
figyelembe véve csak Ovatosan vethetd Ossze kozvetleniil az enyémmel, de nem is feltétlentil
mond ellent az altalam a le- ill. felfelé mutaté mobilitasra 6sszességében talalt 1983-1992 kozotti
valtozatlansagnak.

Hasonloan, az iskoldzottsagnak a foglalkozasdara vonatkozd direkt, szarmazasra kontrollalt
hataséval az emlitett hazai forrasok koziil Luijkx és térsai foglalkoztak. Ok 1973-as, 1983-as és
1992-1993-as adatok alapjan forditott U-alaku gorbét detektaltak a végzettség lefelé mutato
mobilitasra gyakorolt hatdsara vonatkozodan, a felfelé mutatdé mobilitdsra vonatkozd hatas
valtozatlansagat tapasztaltdk, ami ujfent nem mond ellent az én (eltérd moddszerrel kapott)
eredményemnek, azaz az 1983-1992 kozotti, barmilyen irdnyba mutatdé mobilitas
valtozatlansaganak.

Tobb tanulmany foglalkozik ugyanakkor a korabban mar idézettek koziil az apa foglalkozdsa
— foglalkozas teljes hatassal. Bukodi (2001) és (2003) mobilitasi aranyszdmot hasznal a kérdés
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megvélaszolasara, igy a két eredmény nem vethetd 6ssze kozvetleniil’'. Robert és Bukodi (2004)
eredményei, bar mas modszerrel, unidiff modellekkel késziiltek (ezekrél mar irtam az 6.2.1.
fejezetben), jorészt alatimasztjak tapasztalataimat. A unidiff modell alapjan az 1983-as, 1992-es
¢s 2000-es évek Osszevetésében a néknél a mobilitds-ndvekedés lassuldsara, mig a férfiaknal mar
zarddasra utalo jeleket talaltak.

A munkaerdpiac miikodésére, Treiman hipotézisének kiinduldsi pontjara vonatkozo
eredményeim magyardzatakor Goldthorpe meritokratikus elméletekkel szembeni szisztematikus
kritikdja (1996) citalhatd. Szerinte nem feltétleniil a hatékonysdg milkodteti a munkaerd
allokalast: az iskolazottsag egyfajta életstilust, kulturalis hatteret is jelent, gyakran ezért és nem a
tényleges tudasért keresnek a munkaadok diplomas alkalmazottat. A posztindusztrialis, tudas-
alapt gazdasagban ugyanakkor nem is feltétleniil a kognitiv képességek keriilnek eldtérbe: olyan,
tipikusan expanzidban levé poszt-indusztridlis teriileteken, mint a kereskedelem, PR vagy a
promocid inkabb a megjelenés, a beszédstilus kap nagy szerepet. Ezek viszont a csaladbol
oroklédnek, s nem az iskoldn keresztiil szerezhetOk meg. A modern tarsadalmakban ugyancsak
er6sodo kis- és kdzépvallalkozoi szektorban hasonlo a helyzet: a sziilok nem csak a targyi javakat
orokithetik at utddaikra, hanem a szintén sziikséges vallalkozo6i kulturat, individualisztikus
munkaerkolesot is.

A fentieket Osszefoglalva: a vizsgalt id0szakban Magyarorszagon Treiman hipotézisével
ellentétes (férfiaknal bizonyos egyenldtlenségek novekedése), vagy azt legalabbis nem
alatamaszto (valtozatlan esélyegyenldtlenségek) tendencidk figyelhetk meg. A sziiléi hattér
hatdsa a fiuk iskolazottsagara folyamatosan erdsodik, sét a szarmazas az iskolarendszert
megkeriilve, mas csatorndkon keresztiil is befolyasolja az elért statuszt. Ekozben a diploma
munkaerdpiaci értéke, vagyis a foglalkozési statusz elérésében betdltott szerepe a hipotézisben
varttal szemben nem novekedik, sot, a fiataloknal inkabb csokken.

Az eredmények ér vényességérdl még két megjegyzést szeretnék tenni. Az egyik, hogy
esetleg eléfordulhat, hogy a hasznalt valtozok egyre kevésbé képesek megragadni a foglalkozasi
statuszt, tehat az itt hasznalt kategoridk esetleg atdefinidlasra szorulhatnak. Tovéabba a
bevezetdben emlitett reakcididé-problémara hivatkozva az is elképzelhetd, hogy a rendszervaltas
és a vizsgalat idépontja kozott eltelt id6 tal rovid a gazdaséagi/politikai valtozasok tényleges
tarsadalmi leképezddéséhez, bar a jelenlegi folyamatok kevéssé valdszintsitik az itt kimutatottal
ellentétes iranyu tendencia megjelenését. Pl. az altalanos iskolai teljesitményben megmutatkozd
tarsadalmi egyenl6tlenségek novekedését kimutatd vizsgalatok (Kertesi, Kézdi, 2004) alapjan
inkdbb ennek a felsdoktatasra valo tovabbgytirizését jelezhetnénk.

7.2 A Treiman-modellnek és a Boguszak és tarsai (1990) altal javasolt
modositasanak 0sszevetése nemzetkozi adatokon

Az aldbbiakban egy kordbban mar szintén kozolt (Németh, 2006a, ¢s Németh, Rudas,
Bergsma, 2006) vizsgalat kivonatat mutatom be. A Treiman-modell Boguszak ¢s tarsai (1990)
altal javasolt modositasanak érvényességét vizsgdlom majd. Az el6z0 fejezethez képest
modszertani szempontbdl az jelent Gjdonsagot, hogy iranyitott kormentes graf mellett lancgrafot

1A mobilitisi aranysz4am ugyanis, mint azt a 6.2.1. fejezetben kiemeltem, az itt hasznalt marginalis loglinearis
paraméterekkel szemben valtozassal reagalhat csupan a tablazat margindlisainak, tehat a struktira megvaltozasanak a
hatésara is.
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is vizsgalok majd. Az els6 modellhez tartoz6 gyakorisdgok €s paraméterek Mathematica-ban ill.
SPSS-ben elvégzett becslése, ill. illeszkedésvizsgalata a Fiiggelékben, a 8. fejezetben talalhatd
meg teljes részletességgel.

A Treiman-modell a 21. abra lathatd. Mint mar emlitettem, ez az eredeti Blau-Duncan modell
egy variansa, eredeti forrdsa Duncan et al. (1968), de igazan ismertté Treiman (1970) tette. Az
elézd alfejezetben ismertetett modernizaciés hipotézis eredetileg ezen a modellen volt
értelmezve. Az I'F’ hatas iranyitatlan, ezért a modellt lancgraf modellként kezelem majd, bar
ahogy az 3.8. fejezetben emlitettem mar, a lancgraf-modell Markov-ekvivalens az IKG parjaval
(amelyben ez a hatés irdnyitottra van cserélve). A lancgrathoz négy komponens tartozik: {/’'F’},

U, 1F5, 3

Az 3.8. fejezetben lattuk, hogy ezen a grafon a lancgrafokra definidlt valamennyi Markov-
tulajdonsag ekvivalens. Nem teszek hat igazi megszoritast, ha a lokalis tulajdonsagot veszem,
amibdl a kovetkezo feltételes fiiggetlenségi allitasokat kapjuk:

JLI'F'|FI,

69
F1LI'F'I (69)

21. abra. Treiman-modell (Treiman, 1970, eredetileg Duncen et al., 1968). I’: apa iskolazottsaga, F’: apa
foglalkozasi statusza, F: foglalkozasi statusz, I: iskolazottsag, J: jovedelem

Bar, mint lattuk, még nincsen kidolgozott altalanos eljaras a lancgrafok paraméterezhetdségére,
egyedi esetekben azonban j6 paraméterezés adhatd azzal a kézenfekvd eljarassal, hogy az 1.
tétellel paraméterezziik egyenként a feltételes fiiggetlenségeket. A margindlisok M halmazat a
komponensek rendezése definialja: I'F’, I'F’I, I'F’IF, I'F’IFJ. A feltételes fliggetlenségek miatt
az alabbi paraméterek értéke 0:

1'F'IF I'F'IFJ I'F'IFJ
/,LI'F* > /1[']* > //i’F'J*

A modellhez tartozo eloszlas szabad paraméterei:
2L
ALE hal'es,
ALF ha I,

Mivel a paraméterezés rendezett mdédon dekomponalhatd, hierarchikus €s teljes, ezért minden, a
2.3. fejezetben emlitett elényos tulajdonsaggal rendelkezik.
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Boguszak ¢és tarsai (1990) Csehszlovakiat vizsgadlva a modell két hatasra kiterjedd
modositasat javasoltéksz, mindkettét a ,korabbi diszkriminaci6 kompenzalasara” vonatkozo
elméletiik alapjan. (1) Modelljiikben az iskolazottsagra is hatdsa van a foglalkozasnak. Eszerint a
politikailag megbizhato, de aluliskoldzott munkaerd kékgalléros vezetd poziciokba vald juttatdsat
(e pozitiv diszkriminaciot) gyakran legitimizaltak utdlag felnottkori beiskoldzasokkal. (2) A
foglalkozasra direkt hatdsa van az apa iskolazottsaganak. Ez a ,,szocialista anomalianak” nevezett
jelenség a negativ iskolai diszkriminacid hozadéka: a magas statuszi csaladokbol szarmazo
utédok eldl bar az iskola, mint érvényesiilési csatorna el volt zarva, a kulturdlis téke ¢€s az
érvényestilési torekvés atorokitése folytdn mas csatorndkon ugyan, de mégis nagy szamban
sikertilt érvényesiilniiik.

A 22. dbra mutatja a két modositas bevezetésével kapott lancgraf-modellt. Az 3.8. fejezetben
kidertilt, hogy a graf barmely Markov-tulajdonsag mellett ezt adja:

J LF'I'|FI,

tehat az eredeti Treiman-modellnél tdgabb modell. A paraméterezéséhez sziikséges, a graf
komponenseihez illeszkedd marginalisok a kovetkezék: I'F’, I'F’IF, I'F’IFJ. Az alabbi
paraméterek értéke O:

1'F'IFJ 1'F'IFJ
/11'J* 4 /Y’F'J*

mig a szabad paraméterek a kovetkezok:
I'F' 1'F'IF I'F'IF
//i’* > /1[* b /IF* >
I'F'IF.
A5 hal' F'ex.

Ismét elmondhatd, hogy sikeriilt rendezett mddon dekomponélhatd, hierarchikus és teljes
paraméterezést adnunk, ezért az minden, a 2.3. fejezetben emlitett elonyds tulajdonsaggal
rendelkezik.
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22. abra. A Treiman-modell médositasa Boguszak et al. (1990) alapjan

> Ok az eredeti Blau-Duncan modell médositasiban gondolkodtak, de értelemszeriien a Treiman-modellen is
bevezethetdk javaslataik.
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Léthatd, hogy az elsé modell valoban tartalmazza a masodik modellt, hiszen az utdbbi kotott
paraméterei az el6bbiben is 0-ra allitva szerepelnek, tehat egymasbadgyazott a két modell. Mint a
4.8. fejezetben lattuk, a valoszinliség-hanyados statisztika (L°) alkalmas eszkdz
egymasbaagyazott modellek Osszevetésére. Bar ismert, hogy az aszimptotikus p érték kevésbé
megbizhat6 akkor, ha a tablaban kis elemszamu cellék talalhatok (mint ahogy a jelen esetben is),
az L? a modellek dsszevetésére azonban ilyenkor is alkalmas eszkdz (Agresti, 2002, pp. 361.).

A modellek Osszevetésére az ISSP 1992-es adatait hasznalom, ebben az évben az eredeti
modell mind az o6t valtozdjarol rendelkezésre allnak az adatok. Boguszak és tarsai eredeti
vizsgalati targya, Csehszlovakia mell¢ kontrollként egy masik kelet-eurdpai ex-szocialista
allamot (Magyarorszag), illetve kontrollként egy klasszikus liberdlis allamot, az Egyesiilt
Allamokat vontam be az elemzésbe.

A vizsgalati populacidt a munkaerdpiacon jelen levd, havi jovedelemmel rendelkez6 legalabb
25 évesek alkotjak. Az egyiittes eloszlasnak a statisztikai elemzésben problémat okozo6 iires cellai
miatt a szokasosan alkalmazott 0,5-0s elemszammal torténd feltoltést végeztem (ezt az értéket
adtam hozza minden cellahoz, nem csak az iiresekhez). Az eclemzés soran az adatbazisokhoz
eredetileg hozzarendelt sulyokat hasznaltam.

A valtozok képzését az el6zd alfejezethez hasonloan végeztem. Az iskolazottsag kategoriai: 1
»diplomas”, 2 , diploma nélkiili”. A jovedelem kategérianal az egyéni havi jovedelmet vettem
szamitasba, mégpedig az eloszlas valtozasanak és az inflacionak a hatdsat kikiiszobolendd a
medidnt, mint kiiszobértéket alkalmaztam; a két kategoria: 1 “median felett”, 2 ,,median alatt”. A
kérdezett ¢és az apa foglalkozasénak definidlasa az el6z0 fejezetben latott modon, az EGP
foglalkozési presztizs skdlahoz illeszkedd harmas foglalkozéas-kategorizacioval tortént.

A 9. tdblazat tartalmazza az illeszkedéstesztek eredményét. Mindkét modell jol illeszkedik
mindharom orszag adataihoz. Az 1. modell 2. modellel val6 osszevetésében az illeszkedésromlas
nem szignifikans, még a két kelet-eurdpai orszagban sem. Vagyis érdemes tobb megkotést
alkalmazni, tehat az eredeti Treiman modell jobbnak tlinik a Boguszak ¢€s tarsai altal ajanlottnal.

9. tablazat. Az o6tvaltozés modellek illeszkedéstesztjeinek eredményei

1. modell 2. modell 1. modell a 2.-hoz
Szabadsdgfok 42 30 42-30=12

UsA4 L’ 25,6 14,7 25,6-14,7=10,9

P 0,978 0,991 0,538
Magyarorszdg L? 38,1 23,3 38,1-23,3=14,8

P 0,643 0,802 0,253
Csehszlovakia L2 38,8 25,5 38,8-25,5=13,3

P 0,614 0,700 0,348

Erdemes lenne a jobbnak bizonyult modell paramétereinek becslését is megvizsgalni, ezzel az
el6zd fejezet kontextusaba visszahelyezkedve Treiman modernizacios elmélete alapjan
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egymashoz képest értékelni a hdrom orszdg mobilitasi jegyeit. Az alabbi dbra az 1. modellhez
tartozo, az ¢€lekhez rendelhetd (tehat kételemii hatdshoz tartozd) becsiilt paraméterértékeket
mutatja be.

1
FL | 38116010003 | 4 F
12002117108 —
A0/ 020 24102 g
A6 04
48724 \
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781,28 14004 1137 J
95115 24105 e
97153 24105
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33
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23. abra. Az 1. modell paraméterbecslései, a dobozokban soronként feliilrol lefelé: USA, Magyarorszag,
Csehszlovakia

A becslések jobb értelmezését teszi lehetévé, ha kihasznaljuk, hogy a (60) megfeleldje itt is
alkalmazhato, igy a sziil6-leszarmazott feltételes asszociaciok feltételhalmazabol a nem-sziilok

elhagyhatok. Pl. az IF nyilon levé érték az IF hatashoz tartozd paraméter, vagyis A, " becsiilt
értékét mutatja, ami az apa jellemzdire (I'F’) korrigalt feltételes IF kapcsolat becsiilt nagysaga.
Am mivel értéke megegyezik 1. -vel, az F>-vel ténylegesen kapcsolatban 4llo, csupén az F’-re
korrigalt hatasként is értelmezhetd. A paraméterek tendenciaszerli mintazatait interpretalva
elmondhatd, hogy

1. a csalddi hattér az ex-szocialista orszagokban erdsebben befolyasolja az iskolai
végzettséget, mint Amerikdban (1’7 és F’I hatas elébbiekben nagyobb), ugyanakkor

2. az iskolazottsag ezekben az orszagokban fontosabb meghatarozdja a foglalkozasnak
(IF hatas), mint Amerikaban,

3. a jovedelemet Amerikdban a foglalkozas er@sebben meghatarozza (F.J hatas), mint a
kelet-eurdpai orszagokban,

4. végiil: utdbbi allamokban Amerikédhoz képest kissé erdsebb az iskoldzottsag kozvetlen
jovedelem-meghatarozo szerepe (IJ hatas).

Az 1., 3. és 4. szempont alapjan Amerika a treimani értelemben modernizaltabb, mint a két
kelet-eurdpai orszag, €s csak a 2. szempont billenti utobbiak felé¢ a mérleget.

7.3 Klasszikus adatok, 01j modell: Sewell és Shah (1968) vizsgélata a felséfokt
tovabbtanulasrol

Az alabbi fejezetben egy irdnyitott kormentes graf-modellt, egy 2-es tipust lancgrathoz
tartoz6 modellt, és az el6bbihez tartoz6 Gtmodellt vizsgalunk majd. Az adatok a mobilitaskutatas
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egyik alapmodelljéhez kapcsolodnak, ¢és gyakran szerepelnek IKG-k példajaként, az itt
bemutatott ldncgraf-illesztés azonban jdonsagot jelent.

Az alabbi adatok Sewell ¢és Shah (1968) klasszikus vizsgalatdbol szdrmaznak, azdta is
gyakran hasznalt példdk kategoridlis adatok elemzésében (Fienberg, 1980, Whittaker, 1990,
Spirtes et al., 1993, Heckerman et al., 1999).> A Wisconsin végzés kozépiskoldsainak egy
mintdjan felvett adatok a fels6foku tovabbtanuldssal kapcsolatos elhatdrozast és annak
befolyasold tényezdit irjak le. A 3.8. fejezetben mar emlitettem ezt a vizsgalatot, a hozza
kapcsolodd kutatdsi paradigmat, és a beldle késobb kifejlddd, a Blau-Duncan modellhez
hasonldéan kozismert Wisconsin-modellt. Emlitettem mar a vizsgalat motivacidjat is: az el6zé
alkalmazéasokban targyalt Blau-Duncan modell ¢és varidnsai, igy a Treiman-modell is a
statuszelérési folyamatot és benne az iskoldzottsdgnak a csaladi hattér atorokitésében jatszott
kozvetitd szerepét irjak le, de nem jelenitenek meg olyan mechanizmusokat, melyek révén ebben
a folyamatban a csalddi hattér hatasa ténylegesen miikddik. Ezeknek a mechanizmusoknak a
feltarasa volt Sewell és Shah célja, amikor a csaladi er6forrasok genetikai €s szocialpszichologiai
tényez0it is bevontak modelljiikbe. A gyermekek szamara fontos személyek hatdsdnak (az alabbi
modellben a sziil6i biztatasnak) a megjelenitésével modelljiik az iskolai teljesitmény mogott allo
motivaciok fontossagat hangsulyozza.

10. tablazat. Sewell és Shah adatai (n=10.318). A: alacsony, AK: alsé-kozép, FK: fels6-kozép, F: felso

Tarsadalmi hattér
Sziiloi Felsofoku

Nem 10 biztatas  tervek 4 AK K r
Feérfi A Kisfoku  igen 4 2 8 4
nem 349 232 166 48
Nagyfoku igen 13 27 47 39
nem 64 84 91 57
AK Kisfoku  igen 9 7 6 5
nem 207 201 120 47
Nagyfoku igen 33 64 74 123
nem 72 95 110 90
FK Kisfoku  igen 12 12 17 9
nem 126 115 92 41
Nagyfoku igen 38 93 148 224
nem 54 92 100 65
F Kisfoku  igen 10 17 6 8
nem 67 79 42 17
Nagyfokiu igen 49 119 198 414
nem 43 59 73 54
N6 A Kisfoku  igen 5 11 7 6
nem 454 285 163 50
Nagyfokiu igen 9 29 36 36
nem 44 61 72 58

> Az itt targyalt elsé modell ill. a modell variansai mar szerepeltek a 3.8. fejezetben. Ugyanott kitértem a korabbi
szerzOk megkozelitésmodjara is.
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AK Kisfoku  igen 5 19 13 5
nem 312 236 193 70

Nagyfoku igen 14 47 75 110

nem 47 88 90 76

FK Kisfoki  igen 8 12 12 12
nem 216 164 174 48

Nagyfoku igen 20 62 91 230

nem 35 85 100 81

F Kisfoku  igen 13 15 20 13
nem 96 113 81 49

Nagyfoku igen 28 72 142 360

nem 24 50 77 98

Az els6 most vizsgalt modellt (a 24. abra bal oldali grafjat) keres6 algoritmussal kapta Spirtes
et al. (1990), az algoritmussal az 6sszes szoba johetdé IKG-t végignézve, a legjobban illeszkedd
modellt keresve. Egyetlen megszoritdsuk az volt, hogy a valtozok idébeli sorrendje a kovetkezd
legyen: ({N, I, T}, S, F). A grafot paronkénti Markov-tulajdonsag mellett értelmezve az alabbi
modellt kapjuk:

l.modell: N LT, N LI|T, F LN|TIS. (70)

A Spirtesék altal hasznalt algoritmus nem tudott donteni a 77 él iranyardl, mert az €l barmely
iranyitas mellett ugyanazokat a feltételes fliggetlenségeket (=ugyanazt a modellt) definialja. Ezért
a kézenfekvobb T-I irdnyitas mellett dontottek. Elképzelhetdé az is ugyanakkor (ezt Ok is
megemlitik), hogy a koztik levd kapcsolatot egy kozos, itt nem mért ok hozza létre. En a
lancgraf-modellek eszkozének birtokaban ezért azt javaslom, hogy az €It iranyitatlannak vegytik,
¢és lancgrafra térjiink at. Az ébra jobb oldali grafja igy jon létre. Ez 2-es tipust lancgraf, hiszen az
N nincs 0sszekdtve egyik komponensbelijével sem. A modell megfelel Fienberg (1980)
koncepciodjanak is, aki a problémat két regressziés modellként fogta fel, az elsében S a fiiggd és
NIT a magyaraz6 valtozok halmaza, a méasodikban F a fliggd és a maradék négy a magyardzod
valtozok halmaza.

Mem

Nem\ \
Intelligencia 3. Szili biztatds _g Felsifoki tervek “‘ftE"iBE”Cia Szilldi biztatas |y |Felsbfoku tervek

Télﬂdalmi hittér TérSﬂM

24. abra. Két modell a Sewell és Shah-féle adatokhoz

A grafot 3-as tipusu paronkénti Markov-tulajdonsag mellett értelmezem majd, mert az elsé
komponensben a feltételes fliggetlenségeket nem kivanom a komponens tobbi tagjat feltéve
értelmezni. Mivel a lancgraf-modellek ekvivalencia-tételei 1-es tipusu grafon voltak értelmezve,
ezért nem tudhatd, hogy ez a paronkénti tulajdonsdg altalanos esetben ekvivalens-e a blokk-
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rekurziv tulajdonsaggal. Egyedi esetben azonban a kérdés megvalaszolhat6. Itt pl. a 3-as tipusu
blokk-rekurziv tulajdonsag mellett a modell nem ekvivalens a paronkénti megfeleldjével, viszont
ekvivalens az LWF-tulajdonsag mellett értelmezett megfeleldjével, ezért nem érdemes kiilon
vizsgélni. A 3-as tipusu paronkénti tulajdonsag mellett az alabbi modellt adja a graf:

2.modell: N LT,N LI, F1N|TIS. (71)

Mint lathatd, a két modell csak a kozépso feltételes fliggetlenség feltételhalmazaban
kiilonbozik. Mivel

(NLTéNLI|IT)<NLTI=NL1I,

az els6 modellhez tartozo allitasok implikaljak a mdsodikhoz tartozokat. Tehat a lancgraf-
modellnek az IKG-modell almodellje.

Az 1. modell paraméterezéséhez a 4.5. fejezet alapjan pl. a kovetkezO marginalisok
hasznélhatok: N, NT, NTI, NTIS, NTISF. A O-paraméterek az alabbiak:

NT NTI NTISF
ﬂ’NT’ /1NI* 4 ﬂ’NF* 4

mig a modellhez tartozo eloszlast paraméterezd szabad paraméterek:
N NT NTI NTI NTIS
ﬂ% ) Z’T ) ﬂ'[ 5 /17‘[ B /,LS* B
NTISF
A, N &*.

A 2. modell lancgraf modell, amiknek a paraméterezése altalanosan még nem megoldott, de
egyedi esetekben, mint ez a mostani is, adhaté jO6 paraméterezés. Az alabbi paraméterezés
rendezett médon dekomponalhatd, hierarchikus és teljes paraméterezés, tehat minden, a 2.3.
fejezetben emlitett elonyos tulajdonsaggal bir. A felhasznalt marginalisok: N7, NI, NTI, NTIS,
NTISF. A null-paraméterek:

NT NI NTISF
2’NT’ 2’N[ 4 ﬁNF* 4

mig a modellhez tartoz6 eloszlast paraméterezd szabad paraméterek:
NT NT NT NI NTI NTI NTIS
ﬂ’@ ’j'T ’j‘N ’j‘l 4 7 ’ﬂ’NTI’j‘S* 4
NTISF
ﬂ’F* 9 N % *'

Vizsgaljuk meg végiil azt is, valoban sziikséges-e interakciokat feltételezni az elsé modell
hatasai kozott, azaz vezessiink be utmodellt az 1. modellen! Ez egyszertien a haromnal nagyobb
szamossagu hatashalmazt tartalmazo6 szabad paraméterek nullara allitasat jelenti. Legyen ez a 3.
modell. A modell értelmezhetd Ggy (mint azt Goodman modositott utmodelljénél lattuk), hogy a
nyilak hegyénél levd valtozok (sziiléi biztatas ill. felséfokt tervek), mint fiiggd valtozok alkotta
regresszios modellben a fiiggetlen (a nyilak kiinduldsédnal levd) valtozok kozott nincsen
interakcio.

A modellek illeszkedését valoszinliség-hdnyados probaval teszteljikk. A 2. és az 1., 1ll. az 1. és
a 3. modell kdzvetleniil 6sszehasonlithatd, mivel egymasbadgyazott modellek. Az eredményeket
az alabbi tablazat mutatja:
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11. tablazat. Az illeszkedéstesztek eredményei

Modell szabadsagfok I’ P

1. (iranyitott kormentes) 47 85,8 0.000
2. (lancgraf) 38 74,3 0.000
1. modell | 2. modell 9 11,5 0.243
3. (atmodell) 95 165,6 0.000
3. modell | 1. modell 48 79,8 0.003

Mivel az 1. modell a 2.-hoz képest nem rontja szignifikdnsan az illeszkedést, a T és I kdzotti
nyil a vonalnal jobb megoldasnak mutatkozik. Az utmodell az 1. modellhez képest szignifikansan
rosszabbul illeszkedik, ezért szintén nem fogadhato el. Az 1. modell tinik a leginkdbb
elfogadhatonak a harom koziil, de, mint lathatjuk, az 6 illeszkedése is rossz. Tudjuk, hogy ezt a
modellt Spirtes et al. (bizonyos kézenfekvd elofeltételek mellett) a legjobb IKG modellként
valasztotta ki, tehat az is elmondhato, hogy IKG modellel ezek az adatok nem irhatdk le jol.

7.4 Szerhasznalat amerikai fiatalok korében

Ennek a fejezetnek a moddszertani fontossagat az adja, hogy a nem-egymdsbaagyazott
modellek 6sszevetésére alkalmas BIC mutat6 hasznalatara mutatok majd példat.

Az aldbbi tablazat (Agresti, 2002, pp. 361) egy 1992-ben, az Ohio allambeli Dayton
varosanak Wright Egyetemén végzett felmérés eredményét mutatja be. Az adatok a nem (G) és
rassz (R) szerint kategorizalt végzds hallgatok egy mintajanak szerhasznélati szokésaira
vonatkoznak. A szerek kozott az alkohol (4), cigaretta (C) és marihuana (M) szerepel. Agresti
(2002, pp. 362) iranyitatlan graffal modellezi az adatokat, azonban, mivel egyiranyu kapcsolatok
is feltehetdk, a kovetkezOkben én irdnyitott éleket is hasznadlok. Az aldbbiakban az adatstruktirat
potencialisan jol leir6 modelleket veszem sorra, majd az adatokhoz val6 illeszkedésiik alapjan
Osszehasonlitom Oket. Végiil a legjobban illeszkedé modell mellett kapott paraméterbecsléseket
is megadom.

12. tablazat. A daytoni adatok, n=2276

Marihdna hasznalat

Rassz=Fehér Rassz=Egyéb
N6 Ferfi N6 Ferfi
Alkohol  Cigaretta igen nem igen nem igen nem igen nem
igen igen 405 268 453 228 23 23 30 19
nem 13 218 28 201 2 19 1 18
nem igen 1 17 1 17 0 1 1 8
nem 1 117 1 133 0 12 0 17

Egy lehetséges iranyitott kormentes grafmodellt mutat be a 25. dbra (1. modell). Az egyes szerek
fogyasztasat azok ‘“‘sulyossdgi foka” szerint rendezi, mintegy feltételezve, hogy a fogyasztd a
konnyebbektél halad a sulyosabbak felé. A demografiai valtozok (nem és kor) az
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alkoholfogyasztast kozvetleniil nem befolyasoljak, csak a cigarettafogyasztason keresztiil.
Hasonlo6an, nincs kozvetlen 6sszefiiggés a rassz és a marihuana-fogyasztas kozott.

25. abra. Szerhasznalat, 1. modell
& Iy
H fal

Konnyti latni, hogy a grafhoz a kiilonb6z6 Markov-tulajdonsdgok ugyanazt a modellt
definialjak. Valasszuk ezért pl. a lokalis tulajdonsagot, ami szerint

GLR ALRG|C M_LR|CAG.

A paraméterezés az alabbi marginalisok mellett hierarchikus ¢és rendezett modon
dekomponalhato lesz: R, RG, RGC, RGCA, RGCAM, tehat minden, a 2.3. fejezetben emlitett
eldnyos tulajdonsaggal birni fog. A két feltételes fliggetlenségnek megfeleld null-paraméterek:

RG RGCA RGCA RGCAM
A‘RG > /,i'RA* 5 A‘GA* > A’RM* b

mig a szabad paraméterek:

R RG RGC RGC4 RGCA
ﬂ“*a/IG :ﬂ*C* s/IAC 7/1,4 9

RGCAM
Ay R *.

Egy masik szoba joheté modellként (2. modell) definidljunk Utmodellt az 1. modellhez,
elhagyva a modell szabad paraméterei koziil minden legalabb harmadfoku hatast. Ezzel az alabbi
paraméterek értékét irjuk eld 0-ként:

RGC RGCAM RGCAM RGCAM RGCAM
ﬂ“RGC 4 ACAM 4 ﬂ“GAM 4 j“GCM 4 ﬂ“GCAM :

A modell értelmezhetd ugy (lasd Goodman mddositott utmodelljét), hogy a nyilak hegyénél
levd valtozok (pl. a marihuana), mint fiiggd valtozok alkotta regresszids modellben a fiiggetlen (a
nyilak kiinduldsanal levd) valtozok kozott nincsen interakcio.

A 3. modell (26. abra) lancgraf-modell, az 1. modellhez képest azzal a véltoztatassal, hogy
iranyitatlan kapcsolatot tételez fel az M ¢és az 4 kozott, arra alapozva, hogy a marihuana
fogyasztasa is befolyasolhatja az alkoholfogyasztast. Itt az LWF és AMP Markov-tulajdonsagok
mar mas modellt definidlnak. Valasszuk az AMP tulajdonsagot. Az adott graf esetén az
egyébként nem ekvivalens blokk-rekurziv és lokalis Markov-tulajdonsdgok ugyanazt adjak:

GLR ALRG|C, M_LR|CG.

Lathatd, hogy a modell az 1. modelltdl csak az utolso allitas feltételhalmazéaban kiilonbozik.
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26. abra. Szerhasznalat, 3. modell

A megfeleld marginalisokat a 4.6. fejezet végén leirt modon hatarozzuk meg: RG, RGC,
RGCM, RGCA, RGCAM. A kotott paraméterek a kovetkezok:

RG RGCA RGCA RGCM
ﬂ’RG’ Z’RA* 4 ﬂ’GA* H ﬂ’RM* 5

mig a szabad paraméterek ezek:

RG RG RG RGC RGCA RGCA
Ap”s A A s Ae s A s AT

RGCM
/1M* 5 R e *,

RGCAM
A’MA*

Konnyen belathato, hogy az utdbbi lancgraf-modell utmodell parja megegyezik a 2. modellel
(ugyanazokat a kotott paramétereket tartalmazzak), igy ezt kiilon nem kell definialnunk: a 2.
modellt a 3. modell itmodelljeként is tekinthet;jiik.

A kotott paraméterekbdl 1s lathaté, hogy az igy definialt modellek paronként
egymasbaagyazottak, az alabbi tartalmazasi relaciokkal:

1. modell © 2. modell.
és
3. modell o 2. modell.

Mint a 4.8. fejezetben lattuk, a valosziniiség-hanyados statisztika (L°) alkalmas eszkoz az
egymasbadgyazott modellek Osszevetésére. Azonban pl. az 1. és a 3. modell, mivel nem
egymasbaagyazottak, nem hasonlithatok 0ssze ezen a modon. Nem-egymdasbadgyazott modellek
Osszevetésére a Bayes-féle Informacios Kritériumot (Bayesian Information Criterion, BIC)
hasznaljak gyakran. A BIC képlete a kovetkezo:

BIC = I’ - szabadsdgfok x In (n) ,

ahol az n a mintanagysag. Két modell koziil mindig az alacsonyabb BIC értékkel rendelkezd
preferalandd. Lathaté, hogy a nagy L’ értékkel rendelkezd modellekhez a kotott paraméterek
szdmaval aranyosan csokkentett BIC-érték tartozik, vagyis a kritérium a sok kotott paraméterrel
rendelkezd, takarékos modelleket jutalmazza.
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13. tablazat. Az illeszkedéstesztek eredményei

Modell szabadsagfok 5 p BIC
1. (iranyitott graf) 15 28,0 0,021 -87.9
2. (iranyitott utmodell) 20 31,3 0,051 -123,3
2. modell | 1. modell 5 3,3 0,654 -354
3. (lancgraf) 11 26,4 0,006 -58,6
2. modell | 3. modell 9 49 0,843 -64,7

Ha a 2. modellt az L? segitségével osszevetjik az 1. modellel, lathato, hogy az
illeszkedésromlas nem szignifikdns. Ugyanez igaz a 4. és a 2. modell &sszehasonlitdsara is.
Vagyis a grafok utmodell¢ alakitasa ésszerlinek tlinik.

A BIC alapjan a 2. modell adja a legjobb modellt, és a valdsziniiséghdnyados proba szerint is
egyediil ennek a modellnek az illeszkedése elfogadhato.

Tehat az adatokhoz egy utmodell illeszkedik a legjobban. Tovabb is mehetiink, az itmodell
egyes nyilaithoz tartozd hatasokrol egyenként eldontve, hogy azok elhagyhatok-e. Un.
visszalépegetd elhagyast (backward elimination) hasznaltam. Az elsd 1épésben a 2. modellhez
képest a Ao ¢ parameter elhagyasa okozta a legkisebb illeszkedésromlést (AL?=0,03). Ennek
elhagyasa utan a Azc*“C paraméter hagyhat6 el (AL?=2,8). A tovabbi elhagyasok mar szignifikans
illeszkedésromléssal jarnak.

A végsé modellhez tartozé szabad paraméterek: A5 ! = 15T, ASS™, ASS™, A5 . it az
elsé paraméter, mint lathatd, az RGCA helyett értelmezhetd a CA marginalis mellett is, a 4.5.
fejezetbeli (60) tétel alapjan (ott mar emlitettiik, hogy a tétel eldnye éppen ez: a sziil6-gyerek
hatasok feltételhalmazabol elhagyhatjuk azokat a csticsokat, amelyek a gyereknek nem sziilei).
Tehat a szabad paraméterek a tobbszords regresszios paraméterekhez hasonldak: a tobbi sziilore
korrigalt sziil6-gyerek hatdsok nagysagat adjak. Az alabbi dbra mutatja be a szabad paraméterek
becsléseit. Az abran csak a nem-redundans paramétereket tiintettem fel. Mint l14thato, a nemnek
csak gyenge hatdsa van a marihudna fogyasztdsara. A paraméter értéke negativ, ami azt jelzi,
hogy inkdbb a férfiak hajlamosak a marihudna fogyasztisra. A cigarettizasnak a marihudna-
fogyasztasra gyakorolt direkt és indirekt (alkohol-fogyasztason keresztiil érvényesiild) hatdsa is
erosnek tlinik, és ugyancsak erds az alkohol-marihuana kapcsolat is.

,ﬁ

052 |
F

27. abra. Szerhasznilat, a legegyszeriibb modell, paraméterbecslések.
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7.5 A demokréciaval ill. az életszinvonallal val6 elégedettség kapcsolata, az
MHP harom hullama alapjan

Az alabbi fejezet fontossagat az adja, hogy a marginalis loglinearis modellek paneladatok
elemzésére valo alkalmassagat szemlélteti. Olyan modellek paraméterezésére is latunk példat,
amelyek nem grafikus modellek, de feltételes fliggetlenségi allitasokkal definialhatok, igy a
disszertacioban bemutatok keretek kozott elemezhetok.

A panelvizsgalat tobb id6pontban (hullamban) ugyanazon a mintén, ugyanazzal a tematikaval
megismételt felmérések sorozata. A szokasos keresztmetszeti vizsgalatokkal szembeni eldnye,
hogy a valtozési folyamatok ténylegesen kdvethetok, nem csak valdszintisithetok. Pl. politikai
preferenciavizsgalatok esetén az X part szavazotaboranak két kiilonb6z6 honapban mért
csokkenése keresztmetszeti vizsgalat esetén létrejohet egyszerlien a véletlen folytdn is - ha a
mintaba kevesebb X-parti keriilt bevalogatdsra. Ezzel szemben panelvizsgalatnal, mivel
ugyanazokat a személyeket kérdezziikk minden honapban, a szavazdtibor csokkenése tényleges
népszeriiségvesztést jelent (a mintan beliil biztosan, a populacion beliil persze csak
valoszintsithetéen). Ha viszont a keresztmetszeti vizsgalatban retrospektiv (a multra
visszaemlékezd) adatokat probalunk gyiijteni, a kérdezettek a multbeli partpreferencidikra nem
emlékszenek jol, kiillondsen, ha az nem is létezett. Ugyanakkor a panelvizsgélatok rendkiviil
koltségesek, munkaigényesek és a minta folyamatos lemorzsolodasaval is szamolni kell. Az
(egyébként az utobbi okok miatt nagyon ritka) magyarorszagi szocioldgiai panelvizsgalatok
koziil elsésorban a TARKI Magyar Héztartds Panelje érdemel emlitést tematikaja ¢és
mintaelemszama folytan.

Rudas és Bergsma (2004) emliti a margindlis loglinearis modellek alkalmazasi lehetdségei
kozott a panelvizsgalatok példajat. Az aldbbiakban grafikus modellel megfoghato panelvizsgalati
hipotézisekre 1is mutatok példat, ennek megfeleléen a disszertdcio korabbi fejezeteiben
részletezett modszertan kozvetleniil alkalmazhatdo lesz. A grafikus modellekre torténd
visszavezetés lényege, hogy a kiilonbozé (#) idOpontokban mért ugyanazon V valtozot
idépontonként kiilon valtozoként (V;-k) kezelem. Ez azért lehetséges, mert panelvizsgalat 1évén
ismert a Vi-k egyiittes eloszlasa. Tobb idOpontban ismételt keresztmetszeti vizsgalat nem adna
erre lehetOséget, ott az egyiittes eloszlas ismeretlen, csak a V; marginalis eloszlasok adottak. Az
alabbiakban olyan modellek is szerepelnek majd, amelyek bar graf-modellek
tovabbspecifikalasaval adodnak, nem fejezhet6k ki kozvetleniil graf-modellel. Ugyanakkor
feltételes fiiggetlenségi allitdsokkal adhatok meg, ezért paraméterezésiik kézenfekvé modon, az
IKG modelleknél 1atott modszerbdl kiindulva elvégezhetd. Ilyen, nem-graf modellt definidl az a
gyakori panelvizsgélati hipotézis is, hogy a folyamat memoridja véges és csak a megel6zd k
hulldmra emlékszik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy k-rendli Markov-lancot tételeziink fel, miszerint
a t; idopontban mért valtozo(k) feltételes eloszlasa csak a megel6zd k idopontban mért értékektol
fiigg. Ilyen hipotézisre is mutatok példat az alabbiakban. A modelleknek megfeleld eloszlas
paraméterezésekor utalni fogok a ,,j0” paraméterezéssel szemben tamasztott kovetelményekre
(hierarchikussag, rendezett modon vald dekomponalhatésag), latunk példat arra is, amikor ezek a
kovetelmények nem teljesiilnek. A Magyar Haztartdsi Panel 1993-as, 1995-6s és 1997-es
hullamat haszndlom fel, a minta azon részét kizarva, akiknél valamelyik vizsgalt kérdésre
valamelyik hulldmban hidnyz6 valasz volt. A vizsgalt valtozok a kovetkezok:

d: a demokréaciaval, konkrétan a politikai beleszolas lehetdségével valo elégedettség, binaris
valtozoként (0: elégedett, 1: nem elégedett)
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s. a sajat €életszinvonallal valo elégedettség, binaris valtozoként (0: elégedett, 1: nem elégedett)

c¢: kohorsz-hovatartozas, harom kategoéridban, az els¢ hullamban mért tercilisekkel (1: iddsek, 2:
kozépkortuak, 3: fiatalok). Vagyis nem életkorcsoportot hasznalok, igy ennek a valtozonak az
értéke nem valtozik hullamonként.

A valtozok kivalasztasanak oka, hogy a politologusok a kelet-eurdpai orszagokkal
kapcsolatban a sajat ¢lethelyzettel valo elégedettség és a demokraciaparti attitlid kozott altalaban
szoros kapcsolatot tételeznek fel. Mivel a demokraciaba/piacgazdasagba torténd atmenet az egyes
korosztalyokat gazdasagilag masként érintette, vélhetéen az dtmenet megitélése is generacionként
képet mutat.

Osszesen hét valtozot definialtam: d;, ds, ds, s;, S5, $3, ¢, az alsdindexben jelolve az 1-es, 2-es,
3-as hulldmokat. Az egyiittes eloszlas kontingencia-tablaja 192 cellas, 18 iires cellaval. Az iires
celladk megszlntetése céljaval egy kis konstanst (0,5) adtam minden cellagyakorisaghoz. Az
alabbiakban a 28. 4bra iranyitott kormentes grafjabol indulunk ki, vagyis az életszinvonallal vald
elégedettséget a demokracia megitélése elé¢ helyezziik kialakulasi sorrendjét tekintve, és az abra
nyilaihoz rendelhetd hatasokra tesziink megkotéseket.

C—®» 5—»

28. abra. Panelvizsgalat, telitett modell

1. modell: latszdlagos fiiggoség

Az els6 vizsgalt modell az 18. 4bra latott elsé graffal (nem - képzés tipusa -elhelyezkedés
sikeressége) bemutatott ldtszolagos fiiggoség egy esete. A modell ezt a latszolagos fliggdséget
teszteli a demokraciaval vald elégedettség €s a kohorsz-hovatartozas kapcsolatdban, egyforman
mindharom hulldmban. A feltevés szerint a demokraciaval vald elégedettség generdcios
kiilonbségei csak amiatt allnak eld, hogy az idésebbek elégedetlenebbek sajat életszinvonalukkal,
¢és az ¢letszinvonallal valo elégedetlenség bedrnyékolja a demokracia megélését is. A hipotézis a
28. é4bra c-d nyildnak elhagyasadval kaphatd, és az alabbi iranyitott kormentes graffal
szemléltethetd:

C—®»s—»(

A modell az iranyitott paronkénti Markov-tulajdonsagot® hasznalva hulldmonként igy
formalizalhato:

d1_[C | Sy,
dg_[C|S2,

d3_LC | S3.

> Ez pozitiv eloszlas mellett ekvivalens a tobbi irdnyitott Markov-tulajdonsiggal, tehat nem tettem valodi
megszoritast a paronkénti tulajdonsag valasztasaval.
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A modellnek megfelelé eloszlas felparaméterezésekor hasznalandd marginalisok az IKG-k
paraméterezésénél latottak alapjan:

¢, cs,, cs,d,, cs,, cs,d,,cs;, csyd;, cs,8,8,d,d,d, (72)

Ezekkel a margindlisokkal konnyen adhat6 hierarchikus, rendezett médon dekomponalhatd és
teljes paraméterezés. Az 1. tétel alapjan a kovetkezd paraméterek értéke 0:
csyd, csyd, cs,d. csyd csyd csyd
/ch]l ] H /Icsl]d]l H /chj ’ > ;i’c,vzzdzz > /IMZ ’ > //i’csg;d; .

A modell szabadsagfoka 12, mert 6 paraméterre tesziink megkdtést, €s a hozzajuk tartozd
hatas mindegyik esetben egyetlen haromértékii valtozot tartalmaz a bindrisokon kiviil, igy
mindegyikhez két nem-redundéns paraméterérték tartozik. A valdsziniiség-hanyados
tesztstatisztika szerint a modell illeszkedése rossz (L2=27,O7, p=0,008). Vagyis a demokracidhoz
val6 viszony generacios kiilonbségei valoszintisithetden nem latszolagosak, nem magyarazhatdak
az ¢életszinvonal kozbejovo hatasaval.

2. modell: idoben allandé c-s hatas

A masodik modell szerint az életszinvonallal vald elégedettség generacios kiillonbségei nem
valtoztak ’93 és 97 kozott, vagyis konstans a (28. abra c-s nyilahoz rendelhetd) marginalis
asszociacid. A (72) paraméterezést hasznalhatjuk itt is, a modell formalisan az alabbi
egyenloséggel fejezheto ki:
/10651 = ﬂ'ccvsz = /1;:3'

°1 2 23
Ezek a megszoritdsok nem definidlnak grafikus modellt, de, mivel az alabbi két linearis
megszoritassal azonosithatok:

ey qesy csy _ gesy
j’cs] /103'2 - 0’ ﬂ'csz j’c% - 0’

a grafikus modellekhez hasonldéan O-paraméterekkel definialhatok, igy a modell a 4.8. fejezetben
bemutatott eljarassal becsiilhetd. A modell szabadsagfoka 4, mert a két megkotéshez itt is két
fliggetlen paraméterérték tartozik. A valdszinliség-hanyados tesztstatisztika szerint a modell
illeszkedése jo (L’= 2,34, p=0,674). Ezek szerint elfogadhato, hogy a harom hullam soran alland6
er6sségli az életszinvonal megitélése és a kohorsz-hovatartozas kozotti kapcsolat. Specifikaljuk
tovabb a modellt!

3. modell: idében allando s-d hatas

Vizsgaljuk meg a 28. abra s-d nyildhoz rendelhetd hatds iddbeli allandosagat is! Most a 2-es
modell tovabbspecifikalasaval, az életszinvonal ill. a demokracia megitélése kozotti, €letkorra
korrigalt kapcsolat valtozatlansaganak hipotézisével allitjuk fel modelliinket. A paraméterezés itt
is a (72) paraméterezéssel oldhatdé meg, a modell a 2. modellhez tartoz6 megszoritasokat az
alabbiakkal kiegészitve adhaté meg:
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dicsy _ qdyes, _ qdiesy
/151d1 _/152d2 _ﬂssds ’

azaz.
dicsy _ qdyes, _ dyes, _ gdyesy
isld] iszdz _O’ lszdz ﬂszdz =0.

A modell szabadsagfoka 6, hiszen a 2. modellhez 4 szabadsagfok tartozott, amihez még 2
szabadsagfok jott a két 1) (csak binaris valtozokat tartalmazo hatasokkal definialt paraméterekre
vonatkozd) megszoritasbol. A valésziniiség-hanyados tesztstatisztika szerint a modell
illeszkedése jO (L°=2,40, p=0,880), sét a 2. modellhez képest csak egészen kismértékii
illeszkedésromlast okozott az tjabb megkdtés:

L*(3. model3| 2. modell)= 0,07, p(3. modell]2. modell)=0,968.

A 2. ¢és 3. modellek egymdasbadgyazott volta adott lehetdséget Osszehasonlitasukkor a
valoszinliség-hanyados proba hasznélatara.

Tehat a c-s és az s-d nyilakhoz tartozd asszocidcidk konstans voltanak feltételezése
elfogadhato. Az eddigiek szerint az alabbi 4bra szaggatott nyilaihoz tartozo hatasok iddben
allando erdsségliek:

Vizsgéljuk most meg a harmadik nyilhoz tartozo6 hatas idében allando voltat!

4. modell: idoben allando c-d hatas

A 3. modell tovabbspecifikalasa a ¢ és d kozotti feltételes hatds konstans voltaval. A
paraméterezés ugyanaz mint (72)-ben, a modell a 3. modellhez képest az alabbi paraméter-
megkotéseket is tartalmazza:

dics; __ qdyes, _ qdyesy
A/C]dl _ﬂfzdz _ﬁczdz ’

azaz:

dicsy __ qdyesy dyesy  adyesy
/1011!1 ﬂ’czdz _0’ ﬂ’czdz ﬂ%d} =0.

A modell szabadsagfoka 10 (a 3. modellé 6 volt, ehhez jon még a két megszoritas, amelyek
haromértékli €s bindris valtozot tartalmazo hatdsokra vonatkoznak). A valészinliség-hdnyados
tesztstatisztika szerint a modell illeszkedése jo (L°=8,93, p=0,539) és a 3. modellhez képest nem
szignifikdns mértékl az illeszkedésromlas:

L*(4. modell | 3. modell)=6,52, p(4. modell | 3. modell)=0,163.
Vagyis a harmadik hatas konstans volta is elfogadhatonak tlinik.

Ezek szerint a 28. dbra Osszes nyildhoz tartozé hatas idoben allandonak tételezhetd fel.
Becsiiljiikk meg a modellhez tartozd, kétvaltozos hatasokhoz kapcsolodo szabad paramétereket!
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25(1,0)=-0,009,
25(2,0)=-0,166.

Ezekbdl kovetkezik, hogy a ¢=3-hoz kapcsolodd paraméterérték 0,175, hiszen a c¢~=1, ¢=2 és
c=3-hoz tartozod paraméterérték osszege 0 kell, hogy legyen (s; barmely rogzitett értéke esetén).
Mindharom hullamban a fiatalok hajlamosabbak leginkabb életszinvonaluk pozitiv megitélésére,
mig a kozépkortak a legelégedetlenebbek. A masodik hatés becslése:

A0%(0,0)=0,210,

vagyis a két attitlidvaltozd kozott (az el6zonél kissé erdsebb) pozitiv kapcsolat van: akik
elégedettek az életszinvonalukkal, azok nagyobb eséllyel elégedettek a demokraciaval is. Végiil a
harmadik hatas becslése:

28 (1,0)=-0,019,
A% (2,0)=-0,041.

A c¢~=3-hoz tartoz6 paraméterérték ismét konnyen adodik, értéke 0,060. Eszerint a fiatalok a
legelégedettebbek a demokracidval, a kozépkortiak a legkevésbé, de ezek a generacids
kiilonbségek kisebbek, mint az életszinvonallal valo elégedettség esetében.

Epitsiik tovabb a modellt, most egy Markov-tulajdonsag bevonasaval!

5. modell: 1-rendi Markov-lanc

A modell a 4. modell megszoritadsa, annak feltételezésével, hogy az életszinvonallal vald
elégedettség 1-rendii Markov-lanc, memoridja csak a megel6zo allapotra terjed ki:

s, Ls sy, (73)

vagyis (az 1. tétel szerint)
0= A%%% = %%

5381 535,85

Hogy ez a paraméter a paraméterezésnek része legyen, a modellnek megfeleld eloszlas
felparaméterezésekor hasznalandd marginalisokat az s;s,s; marginalissal kell béviteni. Viszont
konnyen belathatd, hogy a (72)-ban latott margindlis-sorba béarhova szlrjuk is be ezt a
marginalist, az eredmény nem lesz rendezett médon dekomponalhat6. Példaul az alabbi modon:

¢, sy, csidy, ¢sy, cSada, 83, ¢S3d3, 15253, €S 18283d 1d>d3.

az s;s,53; metszete a korabbi maximalis elemekkel s;s253 ez a halmaz viszont egyik korabbi
halmaznak sem részhalmaza. Nehéz kérdés, hogy a (72) marginalisaival vagy azok kibdvitése
altal hogyan definidlhatd a (73)-as feltételes fiiggetlenség. Nem jelentene ilyen problémat pl. a
legbdvebb feltétellel adott fliggetlenség megadasa:

s, L, |s,cdd,d,,
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mert ehhez nem kellene az eredeti marginalisokat béviteni

Ezért most 6nmagaban a (73)-mal adott Markov-lanc tesztelését végezzik el. Jegyezziik itt
meg, hogy a modell klasszikus loglinearis modell, hiszen egyetlen marginalis (s;s253) mellett
definialhat6. A modell szabadsagfoka 2 (két null-paraméteriink van, binaris valtozokat tartalmazé
hatasokkal). A valoszinliség-hdnyados tesztstatisztika szerint a modell illeszkedése rossz
(L’=71,94, p=0,000).

Eszerint az életszinvonallal valo elégedettséget nem csak a legutobbi elégedettségi szint,
hanem az az el6tti is befolyasolja, vagyis a folyamatnak legaldbb két 1épés hosszu memoridja
van. Vizsgaljunk meg most egy hasonlé kérdést a demokraciaval valo elégedettséggel
kapcsolatban is!

6. modell: d-nek nincs kapcsolata a korabbi s-ekkel

Lattuk, hogy a demokracidval vald elégedettség pozitiv kapcsolatban van az életszinvonal
azonos hullamban mért értékelésével. Nézziik meg, van-e szignifikdns befolydsa rd a
életszinvonal korabbi hullamokban mért értékelésének! A 6. modell®™ ennek megfeleléen az
alabbi feltételes fiiggetlenségi allitasokkal allithato eld:

d3 L sisy|ss,
dzJ_ St | So.

A paraméterezés hierarchikus ¢és rendezett modon dekomponalhatd lesz az aldbbi
marginalisokkal:

818205, 8182833, $15253d2d3.

A paraméterek koziil az alabbiak értékét allitjuk 0-ra:

O — ld;s,szs*} — ld}\‘]s'zs} — Ad}\‘lsz‘\g — ﬁdﬂxz‘\g — ﬂ“dz“‘r“zfz — ﬂdﬂ]xz& — ldlesz — ﬁdr“l“‘z
dys, dys, dy5,5, dy5,5,53 38,53 dy5,5, d,5,5, dys;

A modell szabadsagfoka 8. A valdszinliség-hanyados tesztstatisztika szerint a modell
illeszkedése jo (L’=8,00, p=0,434). Vagyis elfogadhatonak tiinik, hogy a demokraciaval valo
elégedettség csak az egyidejii életszinvonal-értékeléstdl fiigg. Szoritsuk meg most tovabb a
modellt az életszinvonal megitélésének kialakulasara vonatkozoan!

7. modell: s-nek csak sajat miltjan keresztiil van kapcsolata a korabbi d-ekkel

Eddig feltettiik, hogy az életszinvonallal vald elégedettség kialakuldsa megeldzi a demokracia
megitélését. Ugyanakkor ez a sorrend nem nyilvanvald, hiszen a demokraciaban valo csalddas is

55 Az 5. modellhez hasonldan a 6. modellnek sem paraméterezhet kézenfekvé modon a kordbbi, 4. modellel vett
metszete (a marginalisok uniéja nem rendezheté dekomponalhaté modon).
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okozhat olyan pesszimista beallitodast, ami akar a sajat helyzet megitélését is ronthatja. Az eldbbi
hipotézis tesztelése az alabbi modellel torténhet™®:

s3Ldjda]sisa,

S> 1 d1 | S1,
vagyis
_ qdidysysysy _ qdidysisysy 4 didysisysy _ adidys sy qdidysisysy g didysisysy g didysisysy 4 didyssysy _ qdidysisysy
O - /’i’d s - /’i’dldz,s‘} - Z’dzv - ﬂ’dl‘v}vl - ﬂ’d]dzsyvl - ﬂ’dzsgsl - /’i’d]s}vz - /’i’d]dzs3s2 - /’{’dzszsz -

didy51553 :ld]dZSlSZSS Z/’i/dleSlSZSS Zﬁvdlslfz Zldlslfz
d|535,5, did,s35,5, 5355, d, d 55,

A modell szabadsagfoka 22 (14 10j null-paraméter jott a 6. modellben adott 8-hoz). A
valdszinliség-hanyados tesztstatisztika szerint a modell illeszkedése rossz (LR=58,04, p=0.000),
tehat a korabbi demokracia-megitéléstdl nem fliggetlen a jelenlegi €életszinvonal-megitélés, még a
korabbi életszinvonal-megitéléseket figyelembe véve sem. Adjunk becslést ennek a kapcsolatnak
az erdsségére, a 6. modellnek megfeleld eloszlas alapjan!

24(0,0) =0,116,
Ai25.(0,0) = 0,06,
21527(0,0) =0,09,
eszerint az ¢letszinvonal megitélésére pozitiv hatasa van a demokracidval valé korabbi

elégedettségnek, de ez az emlék felejtddik: a korabban mért elégedettségnek (d;) kisebb hatasa
van, mint a késébbinek (d>).

% Az 5. és 6. modellhez hasonléan a 7. modellnek sem paraméterezheté kézenfekvé médon a korabbi, 4. modellel
vett metszete (a marginalisok uni6ja nem rendezheté dekomponalhaté médon).
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Az alabbiakban a 7.3 fejezetben bemutatott, Sewell és Shah tovabbtanulési adataira definialt
1. modell programnyelvi megvaldsitasa kovetkezik. A modell valtozoéi a felséfoku tovabbtanulés
(C, mint college plans) és annak meghatarozo tényezdi, mint a nem (G, gender), intelligencia
hanyados (/), szil6éi biztatds (P, parental encouragement), és tarsadalmi hattér (S, social
background).

8.1 Modellbecslés

A modelleknek megfeleld eloszlas maximum-likelihood becslése Mathematica-ban irodott,
Wicher Bergsma MLE fiiggvényének’’ felhasznaldsaval. A program az alabbi egyenlet
kifejezéseit hasznalja:

X = ct[O] Log (at [0].Mt.n) ,

ahol . a matrixszorzas, X a fix paraméterek rogzitett értékét tartalmazo, szabadsagfok hosszu
vektor (ez grafikus modellek esetén, mivel 0-ban rogzitiink paramétereket, mindig nullvektor).
Az n a megfigyelt gyakorisdgok vektora, ebbdl az Mt matrixszal vald szorzéssal kapjuk a
megfigyelt marginalisokat. Az at/0] grafikus modellek esetén mindig identitdsmatrix (Bergsma
fliggvénye a grafikus modelleknél altalanosabb marginalis modellekre irodott, ahol ez a matrix
mas is lehet). A ct/0] kontrasztmatrixszal torténd szorzas adja meg a kivant paraméterértékeket a
marginalisok logaritmuséanak linedris kombindcidjaként. A program inputként ezt az 6t kifejezést
varja. A program outputja est, a becstilt gyakorisagok vektora.

A 7.3 fejezet 1. modelljét definidlo feltételes fiiggetlenségek az alabbi nullparaméterek
rogzitését kivanjak meg:

GS GSI GSIPC
ﬂ“GS 7J“Gl* ’AGC* .

S és I négyértékd, a tobbi binaris valtozo, ennek megfelelden harom-harom ill. egy-egy fiiggetlen
paraméter tartozik hozzajuk.

*A MEGFIGYELT GYAKORISAGOK MEGADASA

m={{4}, {349}, {13}, {64}, {9}, {207}, {33}, {72}, {12}, {126}, {38}, {54}, {10}, {67}, {49},
{43}, {2}, {232}, {27}, {84}, {7}, {201}, {64}, {95}, {12}, {115}, {93}, {92}, {17}, {79},
{119}, {59}, {8}, {166}, {47}, {91}, {6}, {120}, {74}, {110}, {17}, {92}, {148}, {100}, {6},
1425, 11985, {73}, {45, {48}, {395, {57}, {5}, {47}, 1123}, {90}, {95, {41}, {224}, 165}, {8,
U7}, 14145, {54}, 155, 1454}, 195, {44}, {5}, {312}, {145, {47}, {8}, {216}, {205, 135}, {13},
{96}, {28}, {24}, {11}, {285}, {29}, {61}, {19}, {236}, {47}, {88}, {12}, {164}, {62}, {85},
{15}, {113}, {72}, {50}, {7}, {163}, {36}, {72}, {13}, {193}, {75}, {90}, {12}, {174}, {91},

> A program elérheté az interneten:
http://www.uvt.nl/faculteiten/fsw/organisatie/departementen/mto/software2.html.print
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{100}, {20}, {81}, {142}, {77}, {6}, {50}, {36}, {58}, {5}, {70}, {110}, {76}, {12}, {48},
{230}, {81}, {13}, {49}, {360}, {98}};

n=Flatten[m];
*Wicher Bergsma MLE fliggvénye
Clear[MLE]

MLE[n_, start , g ,zeta ,Zt ,Mt , X ]:=Module
[ {MaxStepSize=1,
MinStepSize=0.1,
MaxError=1/10.710,
MaxlIterations=100,
dg, G, z, Ut, v, m, step, error, iterate},
Ut=NullSpace[Transpose[ X]];
v[m_, step_]:= v[m, step]=Module[ {mu, hm, Htm, Hm, lambda},
mu=Mt.m;
hm=Ut.g[zeta[mu]];
Htm=(m*#1&) /@ (Ut.g’][zeta| mu]]*Zt[mu].Mt));
Hm=Transpose[Htm];
lambda=-Inverse[Htm.(Hm/m)].(Htm.(n/m-1)+hm);
Log[m]+(step*(n-m+Hm.lambda))/m];
error[m_] := (v[m, 1]-Log[m]).(m*(v[m, 1]-Log[m]));
iterate[m_, step _:MaxStepSize] := Module[ {newm},
newm=Exp[v[m, step]];
Print[N[step], " ", error[newm]];
Which[
step < MinStepSize, Exp[v[m, MaxStepSize]],
error[newm] > error[m], iterate[m, step/2],
True, newm]];
Print["stepsize, error :"];
FixedPoint[iterate, start, MaxlIterations, SameTest -> (error[#1] < MaxError & )]]
t[pi_, {a_,c_, 0}] =pi;
tlpi,{a ,c ,i }]:=
Exp[c[i-1].Log[a[i-1].t[pi, {a, c, i-1}]]];
T[pi_, {a_, c_, 0}] := IdentityMatrix|Length[pi]];
T[pi ,{a ,c ,i }]:=t[pi, {a,c,1}]*
c[i-1].(a[i-1].T[pi, {a, c, i-1}]/
a[i-1].t[pi, {a, c, i-1}])
Null

Clear[ct, at, zetal, Zt1]

<< LinearAlgebra'MatrixManipulation’;
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*AZ Mt MATRIX DEFINIALASA

*1. marginalis: GSIPC (128 cella)

M 1=IdentityMatrix[128];

*2. marginalis: GSIP (64 cella)

M2=ZeroMatrix[64, 128];

For[i=0, i < 64, i=i+1; M2[[1,2*i-1]]=1];

For[i=0, i < 64, i=i+1; M2[[1,2*i]]=1];

*3. marginalis: GSP (16 cella)

M3=ZeroMatrix[16, 128];

Do[M3][[i,12*Floor[(i-1)/2]+(i-1)*2+Mod[ Ceiling[Mod[j, 4, 1]/2]+
Floor[(j-1)/4]*4, 16, 1]]]=1, {i, 1, 16}, {j, 1, 128}];

*4. marginalis: GSI (32 cella)

M4=ZeroMatrix[32, 128];
Do[MA[[1,j]]=1, {i, 1, 32}, {j, (-1)*4+1, 1*4}];

*5. marginalis: GI (8 cella)
M5=ZeroMatrix[8, 128];
Do[MS5][1,48*Floor[(i-1)/4]+(i-1)*4+Mod[Ceiling[Mod[j, 16, 1]/4]+
Floor[(j-1)/16]*16, 64, 1]]]=1, {i, 1, 8}, {j, 1, 128}];
*6. marginalis: GS (8 cella)
M6=ZeroMatrix[8, 128];
Do[M6[[i,j]1=1, {i, 1, 8}, {j, (i-1)*16+1, i*16}];
Mt=BlockMatrix[{{M1}, {M2}, {M3}, {M4}, {M5}, {M6}}];
*AZ at[0] MATRIX DEFINIALASA
at[0]=IdentityMatrix[256];
*A paraméterek megadésa, kiilon minden marginalisra és kiilon minden, a paramétert definiald
hatds-halmaz szdmossagra. Itt példaként csak a GSI margindlishoz tartozd paraméterezést
ismertetem.
*(v4*-gal jeloljik a paramétereket, a 4-es a 4. margindlishoz tartozast roviditi. A * a

paraméterhez tartozéd valtozok GSIPC sorban kapott sorszamat ill. a valtozok értékeit jeldli, pl.
v41131 az 1. (G) valtozo 1. értekéhez és a 3. (/) valtozo 1. értékéhez tartozik, azaz 15 (1,1)-hez.
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datad=ZeroMatrix[3, 32];
Do[data4[[1,i]]=Ceiling[i/16], {i, 1, 32}];
Do[data4[[2,i]]=Ceiling[Mod][i, 16, 11/4], {i, 1, 32}];
Dol[data4[[3,1]]=Ceiling[Mod[1, 4, 1]], {1, 1, 32}];

empty4=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, 1 <32, i=i+1; empty4[[1,1]]=1];
emptyd=empty4/VectorNorm[N[empty4[[1]]], 1];

p4l1=ZeroMatrix[1, 32];
For[i1=0, 1 < 32, i=i+1; If[data4[[1,i]]==1, p411[[1,i]]=1]];
p411=p411/VectorNorm[N[p411[[1]]], 1];

p421=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4[[2,i]]==1, p421[[ L,i]]=1]];
p421=p421/VectorNorm[N[p421[[1]]], 1];

p422=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4[[2,i]]==2, p422[[L,i]]=1]];
p422=p422/VectorNorm[N[p422[[1]]], 1]; p423=ZeroMatrix[1, 32];

For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4[[2,1]]==3, p423[[L,i]]=1]];
p423=p423/VectorNorm[N[p423[[1]]], 1];

p431=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4([[3,1]]==1, p431[[1,i]]=1]];
p431=p431/VectorNorm[N[p431[[1]]], 1];

p432=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4([[3,1]]==2, p432[[1,i]]]=1]];
p432=p432/VectorNorm[N[p432[[1]]], 1]; p433=ZeroMatrix[1, 32];

For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4[[3.,1]]==3, p433[[L,i]]=1]];
p433=p433/VectorNorm[N[p433[[1]]], 1];

ketelemu[x ,y ,v_,w_]:=Module[{s}, s=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, i < 32, i=i+1; If[data4[[x,i]]==y && data4[[v,i]]==w, s[[1,i]]=1]];
s=s/VectorNorm[N[s[[1]]], 1]; Evaluate[ ToExpression[StringJoin["p4",
ToString[x], ToString[y], ToString[v], ToString[w]]]]=s]

Dolketelemu[l, 1, k, j], {k, 2, 3}, {j, 1, 3}];
Dolketelemu[2, m, k, j], {m, 1, 3}, {k, 3,3}, {j, 1, 3}];

haromelemu[x ,y ,v ,w ,z ,q ]:=

Module[ {s}, s=ZeroMatrix[1, 32];
For[i=0, i <32, i=i+1;
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If[datad[[x,i]]==y && datad[[v,i]|=—=w &&

data4([z,i]]==q, s[[L.i]]=1]];
s=s/VectorNorm[N[s[[1]]], 1];
Evaluate[ ToExpression[ StringJoin["p4", ToString[x], ToString[y], ToString[v],
ToString[w], ToString[z], ToString[q]]]]=s]

Do[haromelemu[1, 1, 2, j, 3, m], {j, 1, 3}, {m, 1, 3}]
*egyelemil halmazokhoz tartoz6 paraméterek

Do[s=StringJoin["p4", ToString[k], ToString[l], "-empty4"];
Evaluate[ ToExpression[StringJoin["v4", ToString[k],
ToString[1]]]]=Evaluate[ ToExpression[s]], {k, 1}, {1, 1}1];

Do[s=StringJoin["p4", ToString[k], ToString[l1], "-empty4"];
Evaluate[ ToExpression[StringJoin["v4", ToString[k],
ToString[1]]]]=Evaluate[ ToExpression[s]],

{k, 2,3}, {1, 1, 3}];

*kételemii halmazokhoz tartoz6 paraméterek

Do[s=StringJoin["p4", ToString[k], ToString[1], ToString[m],
ToString[n], "-", "v4", ToString[k], ToString([1], "-", "v4",
ToString[m], ToString[n], "-empty4"];

Evaluate[ ToExpression[StringJoin["v4", ToString[k],ToString[1],
ToString[m], ToString[n]]]]=
Evaluate[ToExpression[s]],{k, 1},{l, 1},{m, 2, 3},{n, 1, 3}];

Do[s=StringJoin["p4", ToString[k], ToString[l], ToString[m],
ToString[n],"-", "v4", ToString[k], ToString[1], "-", "v4",

ToString[m], ToStrlng[n] "-empty4"];

Evaluate[ ToExpression[StringJoin["v4",  ToString[k],ToString[1],ToString[m],

ToString[n]]]]=

Evaluate[ ToExpression[s]],{k,2,2},{l,1,3},{m,3,3},{n, 1, 3}];

*haromelemi halmazhoz tartozoé paraméterek

Do[s=StringJoin["p4", ToString[k], ToString[l], ToString[m],
ToString[n],ToString[r], ToString[t], "-", "v4", ToString[k],
ToString[1], ToString[m], ToString[n], "-", "v4",
ToString[k], ToString[1], ToString[r], ToString[t], "-",
"v4", ToString[m], ToString[n], ToString[r], ToString|t],
" "v4" | ToString[k], ToString[1], "-","v4", ToString[m], ToString[n], "-", "v4",
ToString[r], ToString[t], "-empty4"]; Evaluate[ ToExpression[StringJoin["v4",
ToString[k],
ToString[1], ToString[m], ToString[n], ToString[r], ToString[t]]]]=

Evaluate[ ToExpression[s]],{k,1},{1,1},{m,2,2},{n,1,3},{r,3,3},
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{t,1,3}];
*AZ X VEKTOR MEGADASA
X=ZeroMatrix[47, 1];
*A ct/0] MATRIX MEGADASA
*A GSIPC marginalishoz tartoz6 fix paraméterek megadasa
ct[1]=AppendColumns[v11151, v1114151, v1112151, v1112251, v1112351, v1113151,
v1113251, v1113351, v111213151, v111213251, v111213351, v111223151, v111223251,
v111223351, v111233151, v111233251, v111233351, v111214151, v111224151, v111234151,
v111314151, v111324151, v111334151, v11121314151, v11122314151, v11123314151,
v11121324151, v11122324151, v11123324151, v11121334151, v11122334151, v11123334151];
null1=ZeroMatrix[32, 128];
ct[1]=AppendRows|[ct[1], nulll];

*A GSI marginalishoz tartozo fix paraméterek megadasa

ct[2]=AppendColumns[v41131, v41132, v41133, v4112131, v4112132, v4112133, v4112231,
v4112232,v4112233, v4112331, v4112332, v4112333];

null21=ZeroMatrix[12, 208];
null22=ZeroMatrix[12, 16];

ct[2]=AppendRows[null21, ct[2], null22];

*A GS marginalishoz tartozo fix paraméterek megadasa
ct[3]=AppendColumns[v61121, v61122, v61123];
null3=ZeroMatrix|[3, 248];

ct[3]=AppendRows[null3, ct[3]];

ct[0]=AppendColumns[ct[1], ct[2], ct[3]];

*A BECSLEST VEGZO MLE FUGGVENY MEGHIVASA
zetal[mu_ | :=t[mu, {at, ct, 1}];

Ztl[mu_] := T[mu, {at, ct, 1}];
est=MLE|n, n, Log, zetal, Zt1, Mt, X];
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stepsize, error :

1. 1.77868

1. 0.00564231
1.3.595894875865832~-7
1. 4.2265604340836644"-10
1. 1.7263617907216004"-12
1.7.629174052500964"-15

kk=Transpose[ {n, est}];

Export["modell.csv", kk];

*ellendrzés. kell: az X vektor j6 kozelitéssel nullvektor.
ct[1].Log[at[0].Mt.est]

{1.9082-10", -8.67362-10°"%, 5.72459-10-"7, 1.26635-10°7"°, -7.45931-10", 6.41848-10""7, 5.0307-10°"7
3.64292-10"7, -2.94903-10"7, -4.33681-1077, -5.72459-10"7, 9.54098-10°", -1.96024-10°'°, 9.54098-10""",
2.13371-10", 6.07153-1077, -3.64292-10°7, -1.92554-107"°, 7.11237-10°"7, -1.9082-10°"7, 9.19403-10°"
7.80626-1077 -7.45931-107, 2.2031-107'%, 3.98986-107"7, 4.68375-10""7, 9.54098-1077, -2.94903-107"7
5.20417-107%, -2.23779-10"°, 6.76542-10"7, 4.68375 107"}

8.2 Illeszkedésteszt

A modell valésziniiséghanyados probaval torténd illeszkedéstesztje szintén Mathematica-ban
késziilt, az el6z6 program folytatasaként. Output: a tesztstatisztika értéke €s a p érték.

*n és est mint fent: a megfigyelt és becsiilt gyakorisagok.

<< Statistics' ContinuousDistributions’;
Ir=2*n*Log[n/est];
one=Table[i/1,{1,128}];

test=Ir.one

85.8192

*a modell szabadsagfoka 47

1-CDF[ChiSquareDistribution[47],test]

0.000468856
*ez a p érték.

8.3 Paraméterbecslés

A modellnek megfeleld eloszlashoz tartoz6 szabad paraméterek kiszdmitdsa SPSS 15.0-ban
késziilt el, mert ez feladat ebben a programcsomagban nagyon kdnnyen megvaldsithato. A
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modell paraméterezése (lasd a 7.3. fejezetet) a G, GS, GSI, GSIP, GSIPC marginalisok mellett
torténik, az alabbi példaban a GSI marginalishoz tartozo szabad paraméterek értékét szamitjuk ki,
azaz az alabbiakat:

GSI 4 GSI
A7 Ag

Az SPSS Hierarchical Loglinear Model parancsa A, General Loglinear Model parancsa p
paraméterezésnek megfeleléen ad paraméterbecslést. Bar ezek a procedurdk marginalis
loglinearis paraméterezésre nem hasznalhatok, marginalisonként kiilon-kiilon telitett modellt
definidlva kiszamithatjuk segitségiikkel az egyes paramétereket. A Mathematica-bol vald attérés
utan cellanként aggregalt adatbdzis hasznalata a kézenfekvd, ezért az est valtozoval, azaz a
becsiilt gyakorisagokkal valo stlyozés sziikséges. A GSI marginalisra a Hierarchical Loglinear
Model procedura az aldbbi modon hivand6 meg (a celldk d—val, alapbeallitasként 0,5-tel torténd
simitasa feliilirando):

WEIGHT
BY est.
HILOGLINEAR
g(12)s(14)i(14)
/CRITERIA DELTA(0)
/PRINT=ESTIM .

A program csak a nem redundans paramétereket jeleniti meg, mindig a véltozok utolso értékét
elhagyva. A tobbi margindlishoz tartozd6 szabad paraméter kiszamitdsa hasonldan,
marginalisonként kiilon torténik.
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